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Prefacio 


El presento libro de «Problemas y ejercicios de análisis matemá¬ 
tico» se destina a los alumnos de ingeniería que estudian el análisis 
matemático, de acuerdo con los programas correspondientes, en es¬ 
cuelas técnicas superiores. 

Contiene diversos ejercicios que en su mayor parte tienen por 
objeto controlar y profundizar el nivel de conocimientos que hayan 
adquirido los alumnos en el análisis matemático. En el manual no 
se dan explicaciones teóricas ni fórmulas. Se estima que el lector las 
encontrará en cualquier manual de análisis matemático. Para un 
conjunto de problemas y ejercicios análogos por su contenido se dan 
indicaciones instructivas, comunes para ellos. 

Los problemas y ejercicios para cuya solución es necesario cono¬ 
cer las leyes de física van precedidos de la correspondiente informa¬ 
ción. En los más difíciles (señalados por un asterisco (*]) se dan suge¬ 
rencias para su solución, que aparecen en la parte de «Respuestas a 
los ejercicios». 

Esta es la traducción al español de una de las últimas variantes 
del manual escrito por los siguiontes autores: 

I. G. Aramanóvicb, G. N. Berma», A. F. Bermant, 
B. A. Kordemski, R. I. Pozoiski, M. G. Shestopal. 


B. A. Kordemski 
11 de septiembre de 1976 
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Capítulo I 


Función 


§ 1. Nociones elementales sobre 
la función 


Funciones y formas de su expresión 

1. La suma de los ángulos interiores de un polígono convexo 
plano es función del número de sus lados. Expresar analíticamente 
esta función. ¿Qué valores puede tomar el argumento? 

2. La función y de x está dada en la siguiente tabla: 


Variable independiente x 
Función y. 

0 

—1,5 

■B 

Q 

1,5 

3,2 

Efl 


Variable independiente * 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Función y. 

- 1,8 

-2,8 

0 

1,1 

1,4 

1,9 

2,4 


Construir su gráfica, uniendo los puntos con una línea «suave». 
Siguiendo la gráfica y determinando los valores de la función para 
x = 2,5; 3,5; 4,5; 5,5; 6,5; 7,5; 8,5; 9,5, hacer la tabla «más com- 


3. La función viene expresada por la gráfica representada en la 
fig. 1. Pasar el dibujo al papel milimetrado, elegir la escala y unos 



Fie. 1 
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cuantos valores de la variable independiente. Después de leer en el 
dibujo los valores de la función, correspondientes a los valores ele¬ 
gidos de la variable independiente, formarla táblá de dichos valores. 

4. La función viene dada por la gráfica representada en la fig. 2. 
Ateniéndose a la gráfica contestar a las siguientes preguntas: 



a) ¿Qué valores do la variable independiente hacen que la función 
se anule? 

b) ¿Cuáles deben ser los valores do la variable independiente para 
que la función sea positiva? 

c) ¿Cuáles deben ser los valores de la variable independiente para 
que la función sen nagativa? 

5. La fórmula de la ley de Coulomb expresa la relación do depen¬ 
dencia que existo entre la fuerza F de interacción de dos cargas eléc¬ 
tricas e, y e-, por una parto, y la distancia r que media entre ellas, 
por otra: 

y f ' 

* e-r* 

Poniendo e, = r, = 1 y 6 = 1 formar la tabla de los valores de la 
función dada para r = 1, 2, 3, .... 10 y construir su gráfica uniendo 
los puntos con una línea «suave». 

6. Escribir la función que exprese la dependencia entre el radio r 
de un cilindro y su altura h siendo el volumen dado V = 1. Calcular 
los valores do r, teniendo h los siguientes valores: 0,5; 1; 1,5; 2; 
2,5; 3; 3,5; 4; 4,5; 5. Construir la gráfica de la función. 

7. Expresar el área de un trapecio isósceles de bases a y b como 
función del ángulo a de base a. Construir la gráfica de la función 
para a = 2, 6 = 1. 

8. Expresar la dependencia entre la longitud b de un cateto de un 
triángulo rectángulo y la longitud a de otro cateto, siendo la hipo¬ 
tenusa constante e igual a c = 5. Construir la gráfica de esta función. 
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II 


l-r-21 

z + 1 


9. 'Dadas las funciones- 

a) ’/(*)=■ b ) •PW* 

hallar: /<0); /(l);/(-2);/( —2); / ( -y) V/(/S);|/ (i) |; <P<0); 

cp(1); cp(2); cp'/ — 2); q>(4). ¿Existen /(—i), «p(—1)? 

10. Dada la función / (u) = u a — 1, hallar f (1);' f (o); / (a + 1); 
/ (a - 1); 2/ (2a). 

11. Dadas las funciones F (z) = 2 1 '* y cp (z) = 2 ! ~ , hallar 
f (0); f (2); f (3); F (-1); F (2,5); F (—1,5) y <p (0); cp (2); <p (-1); 
ip (á); ® (—1) 4- F (1). 

12. Dada la función i|>(l) = /•«', hallar tj> (0); i|> (1); ^(—1); 

«¡> (7) ! V (a); ’l’ (—«)• 

13. cp (£) = «* 4- 1- Hallar (p (£ 5 ) y [<p (£)l a . 

14. F (x) = x* — 2x* 4- 5. Demostrar que F (a) = F {—a). 

15. <D (z) = z a — 5z. Demostrar que ‘t> (—z) = — <D (z). 

16. f(t) = 2t- + -~ + j-+5t. Demonstrar que /(£)=/ ( 7 ) ■ 

17. / (a:) = sen z - eos x. Demostrar que / (1) > 0. 

18. t|> ( x ) = Ig x. Demostrar que cp (x) 4- '!> (x 4- 1) = ’P (a: (x 4- 

4- 1)1. 

19. F (z) =» a’. 1) Demostrar que para cualquier valor de z os 
válida la siguiente relación 

F (-z)-F (z) - 1 = 0. 

2) Demostrar que 

F (x)-F (y) ~F(x 4- y). 

20. Dados la gráfica de la función y = f (x) y los valores a y 
b de la variable independiente x (véase la fig. 3), construir / (a) 



y f (b) en el dibujo. ¿Cuál es la interpretación geométrica de la rela¬ 
ción 

/(*)-/(°) o 


6 —a 
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21. Mostrar que si cualquier cuerda de la gráfica de la función 
y = / (z) está por encima del arco que aquélla subtiende, se verifica 
la desigualdad 

/(*<) + /(*;) ^ ^ + j 

para todas las x, x,. 

22. Dada la función / ( x) — x 3 — 2i 3, hallar todas las raíces 
de la ecuación a) / (x) = f ( 0 ); b) /(*)=/ (— 1 ). 

23. Dada la función / (x) = 2X 3 — 5x a — 23¿, hallar todas las 
raíces de la ecuación / ( x) = f (— 2 ). 

24. Dada la función / (x), hallar por lo menos una raíz de la ecua¬ 
ción f (x) = / (o). 

25. Señalar dos raíces de la ecuación / (x)=>/ , si es sabido 

que la función / (x) está definida en el intervalo [—5, 51. Hallar 
todas las raíces de la ecuación dada siendo / ( x) — x 1 — 12x + 3. 

26. F ( x ) = X* 6 ; <p ( x) = 5x. Hallar todas las raíces de la 
ecuación F (x) — \ 9 (x) |. 

27. /(*)—*+ 1; 9 (x) = x — 2. Resolver la ecuación 

I / <*) + 9 <x) I ~ I / <*> I + I 9 (*> |. 

28. Hallar las valores de a y ó en la expresión de la función / (x) = 
= ax 2 + te+5 para los cuales sea válida la identidad I (x + li — 
-/(*)=■ 8 * + 3. 

29. Sea / (x) — a-cas ( 6 x + c). ¿Cuáles deben ser los valores do las 
constantes a, b y c para que se cumpla la identidad / (x -f 1 ) — 
— / (x) es sen x? 


Punciones compuestas 

30. y — z * , s = x + 1. Expresar y como función de x. 

31. y =» Y z + 1, z=_tg* x. Expresar y como función de x. 

32. y = z 3 , i — yfx + 1, x = a 1 . Expre sar y como función de í. 

33. y *¡ sen x ; v = lg y; u = V^l 4- v*. Expresar u como fun¬ 
ción de x. 

34. y = 1 -f x; z = eos y; v = Y1 — z 2 . Expresar v como fun¬ 
ción de x. 

35. Presentar en forma de cadenas formadas a base de las prin¬ 
cipales funciones elementales las siguientes funciones compuestas: 

1) y = sen 3 x; 2) y — j¡/(l + xj 2 ; 3) y = Ig tg x; 

4) y = sen 3 (2x + -1); 5) y = 5 (3 * +1) \ 

36. / (x) = x 3 — x; 9 (x) = sen 2x. Hallar: 

a) / [‘P (tt)] ; b > 9-1/(1)1; c) 9 1/(2)1; 
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d) /[<p(x)l; e) / [/ (*)]; f) / {/1/(DI}; 

g) ip [cp (a)]. 

37. Demostrar que es válida la siguiente forma de construir la 
gráfica de la función compuesta </=/(<p (x)l = F (x), valiéndose 
de las gráficas conocidas de las funciones componentes: y — / (x), 
y = q: ( x). Del puntó A de la gráfica de la función (p (x) (véase la 
fig. 4), el cual corresponde al valor dado de la variable independiente 



Fig. 4 

z, se traza una recta paralela al eje Ox hasta que se corte en el punto B 
con la bisectriz de los ángulos coordenados primero y tercero. Del 
punto B se traza una recta paralela al eje Oy hasta que se corte con 
la gráfica de la función / (x) en el punto C. Si del punto C se traza 
una recta paralela al eje Ox, el puntó D de su intersección con la 
recta NN' será el de la gráfica de la función F (x) correspondiente al 
valor tomado de x. 

Funciones implícitas 

38. Escribir en forma explícita la función y dada en forma im¬ 
plícita mediante la siguiente ecuación: 

l)x» + ¡,’=l; 2 ) —-jj- = í; 

3) z» + = o»; 4) xy = C; 5) 2*» = 5; 

6 ) lg x + lg (y + 1) = 4; 7) 2*+" (x* - 2) = x 3 + 7; 

8 ) (1 + x) eos y — x 5 = 0 . 

39*. Mostrar que para x > 0 la ecuación y + | y \ — x — 
— 1 x | = 0 determina la función cuya gráfica será la bisectriz del 
primer ángulo coordenado, mientras que para x sj 0 son las coor¬ 
denadas de todos los puntos del tercer ángulo coordenado (incluidos 
sus puntos frontera) las que satisfacen a la ecuación dada. 
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§ 2. Propiedades más elementales' 
de las funciones 

i • ,5 • 

Dominio de definición de la función 

40. Formar la tabla dedos valores de 1a función de argumento 
entero y — - 1 ¡- para' 

41. El valor de la función do argumento entero u = <p (re) es 
igual a la cantidad de números primos no mayores que n. Formar 
la tabla de los valores de u para i <» ^ 20 . 

42. El valor de la ¡función de argumento entero u = / (n) es 

igual al número de divisores enteros del argumento distintos de 1 
y de la misma n. Formar la tabla de los valores de u para 1 ^ 
s£nsS 20 . j- , \ 

43. La figura 5 presenta una «barra» formada por tres segmentos 
cuyas longitudes son iguales a,l; 2 ; 1 unidad de longitud, y el peso 



2 g 3g tg 


Fig. 5 

es igual a 2; 3; 1 unidades de peso, respectivamente. El peso del 
segmento AM cuya longitud es igual a x, es función de x. ¿Para qué 
valores de x está definida esta función? Presentar su forma analítica 
y construir su gráfica. 

44. Una torre tiene la siguiente forma: Un 'cono circular recto 
truncado cuyos radios de base son 2 R (inferior) y It (superior) y 
cuya altura es fí, sostiene un cilindro de radio fí y de altura 2fí. 
Este último sostiene, a su vez, una semiesfera de radio fí. Expresar 
el área S' de la sección transversal dé la torre como función.'dé la 
distancia x que media entro la sección y la base inferior del cqno t 
Construir la gráfica de la función S = f ( x). 

45. Una esfora do radio fí lleva inscrito un cilindro. Hallar la 
dependencia funcional ontro el volumen V del cilindro y su altura x. 
Indicar el dominio de definición de esta función. * 

46. Una esfera de radio fí lleva inscrito un cono recto. Hallar la 
depondoncia funcional entre el área de la superficie lateral. S del 
cono y su gonoratriz .r. Indicar el dominio de definición de esta fun¬ 
ción. 

En los ejercicios 47—48 hallar los dominios de definición de laá 
funciones:que se indican: 
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47. 1) y— 1 —le*; 2) j/ = lg(* + 3); 3) y=V 5-2z; 

4) y=y-/« (p >°h 5 ) ¡/—-^kérr : 6) 

7 ) 8 ) tr wz&Fr . ; fl) 

10 ) y = ^===-; 11) !/ = K^-^ + 3; 

1 ;13) ^ arcSBn T; 

14) y = nrcscn(x—2); 15) y = árceos (1 — 2x); 

16) y = árceos ; 17) y--=arcson)/5í; 

18) y-VT ^R: l9 > 20) 

21 ) y=/íg (-^-) ; 

22) y = lg sen x; 23) y = árceos 2 + ¿;— ; 

24) y = lo gl 2. 

48. 1) y^-i^r^ + j/Rá; 2) y==/33í+arcsen^—; 

3) y = a resen — lg (4 — x); 

4) y = V'í+ J/¡I¡-lg( 2 *- 3 ) ; 

5) y = /J^+2/r^+/R : i; 

6 ) n-íT3r+ 1 e (**-*)’• 

7) y = lgson(x—SJ + V^l^-x 2 ; 

8 ) y ^V'senx + V lC — 

0 ) y^T T--— +^ññl; 

y sen x 


10) tf=ig ,»-V? a-^ rx+5; 



12) „-W-3* + 2 + i/ 3 + Í i _t; 

13) y = (x*+x+l)’ 5 ; 14) y=lg(]/x -4+^6 —x); 
15) y = lg [1 — lg (x 5 — 5x +16)]. 
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49. ¿Son idénticas las funciones 

O /( z ) = -¿- y = 2) /(*) = -y- y q> (x) = x; 

3) }(x) = x y <p(x) = V a ?; 4) / (i) = lgx 2 y <p (x) ■= 2 lgx? 

50. Pensar un ejemplo de la función dada en forma analítica: 

1 ) definida sólo en el intervalo — 2 ^ x ^ 2 ; 

2 ) definida sólo en el intervalo — 2 < x < 2 y no definida 
para x = 0 ; 

3) definida para todos los valores reales de x, a excepción dex°= 
= 2, x = 3, x ■= 4. 

51. Hallar los dominios de definición de las ramas unívocas de la 
función y = tp (x) dada mediante la ecuación: 

1 ) y t - 1 + log, (x - 1 ) = 0 ; 2 ) y* - 2xy' + *» — *- 0 . 


Características del comportamiento de funciones 


52. /(*)« 




; indicar ol dominio de definición de la función 


/ (i) y mostrar que dicha función es no negativa. 

53. Hallar los intervalos de signos constantes y las raíces de la 
función: 

1) y = 3* - 6 ; 2) y = x* - 5* + 6 ; 3) y = 2*-‘; 

4) jrap — 3x a -i- 2*; 5) y ■= 1x |. 

54. ¿Qué funciones de las que se dan a continuación son pares, 
impares y qué funciones no son pares ni impares? 

1 ) y = x* — 2x J ; 2) y = x — x *; 3) y = eos x; 4) y = 2*; 

5) y = x —-^- + ^¡3 6 ) y=r, senx; 7) y^senx —cosx; 

8 ) y= 1-x»; 9) y = tgx; 10) p = 2-* J ; 
l<) 12) y = 13, 


10 15) ¡1=*-^; 


16) y — 2 I ~ xt \ 17) F-ln}^. 

55. Presentar cada una de las siguientes funciones como suma 
de una función par y otra impar: 

1) y = x* + 3x + 2; 2) y « 1 - x 3 - x‘ - 2^; 

3) y = sen 2x + eos + tg x. 

56. Demostrar que f (x) + f (—x) es una función par y que 
/ (x) — f (—x) es una función impar. 

57. Presentar las siguientes funciones como suma de una función 
par y otra impar: 

1) y — a x ; 2) y — (1 + x) 100 (véase el ejercicio 56). 
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58. Demostrar que el producto de dos funciones pares es una 
función par, el dé dos impares es una función par y el de una par y 
otra impar es una impar. 


59. ¿Quéfunciones de las que se dan a continuación son periódicas? 
1) !/ -= sen 2 z; 2) y = sen x : ; 3) y = x-cos x ; 

4) y «e» gen -j : 5) y = 1 + tg x\ 6 ) y = 5; 


7) y = Id; 8 ) y — x — (z). 

(La función (zl se define así: si z es un número entero, entonces 
(zl = z. Si x no es número entero, (zl es igual al número entero má¬ 
ximo ^menor que z. Así, se tiene (21 = 2; (3, 251 => 3; (—1,371 «= 

• 60. Construir la gráfica do una función periódica tal que su perío¬ 
do sea T = 1 y que en su intervalo semiabicrto (0, 1) sea dada me¬ 
diante la fórmula: 

1) y = X; 2) y = z J . 

61. Indicar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los 
intervalos en que las funciones son constantes 

1) y =. f x |; 2) y = | z | = z. 

62. Indicar los valores máximo y mínimo de las funciones 

1) y = sen» z; 2) y «. eos z»; 3) y = 1 — sen z; 4) y = 2*\ 

63. Mediante la adición de gráficas construir la gráfica de la 
función y «= / (z) H- q) (z): 

1 ) para las gráficas presentadas en la fig. 6 ; 

2) para las gráficas presentadas en la fig. 7. 


y-f(x) 


y-fto 


Fig. 6 Fig. 7 

64. Conociendo la gráfica de la función y = / (x) construir la 
gráfica de la función: 

1) íf = I / (*) I; 2 } y =-!■((/ (z) | + / {z)l; 

3) y =4-U/(*) I — /(*)!. 
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§ 3. Funciones más simples 

Función lineal 

65. Sean la intensidad de corriente I = 0,8 A y la tensión E = 
= 2,4 V. Aplicando la ley de Ohm, expresar analíticamente la de¬ 
pendencia entre la intensidad de corriente y la tensión. Construir 
¡a gráfica de la función hallada. 

66 . Un vaso de forma cualquiera contiene un liquido. A la pro¬ 
fundidad fe = 25,3 cm la presión del líquido es p = 18,4 gf/cm 3 . 

a) Formar la función que exprese la dependencia entre la presión 
y la profundidad; 

b) determinar la presión a la profundidad de fe = 14,5 cnr, 

c) ¿a qué profundidad la presión resultará igual a 26,5 gf/cm 2 ? 

67. Un cuerpo efectúa movimiento rectilíneo bajo la acción de 
la fuerza F. Partiendo do la ley de Newton escribir la función que 
exprese la dependencia entre la fuerza F y la aceleración w, si se 
sabe que cuando el cuerpo se mueve experimentando una acelera¬ 
ción de 12 m/s 2 , en su trayecto s = 15 m se realiza un trabajoígual 
a A = 32 julios. 

68 . Determinar la función lineal y = ax + b valiéndose de 
los siguientes datos: 


1 ) X 

y 

2 ) x 1 

y 

3) _x_ 

y 

0 

4 

2 1 

4,3 

2,5 

7,2 

3 

G 

-1,61 

0 

3,2' 

6,8 


69. Ciorta cantidad de gas ocupó el volumen de 107 cm 3 a la tem¬ 
peratura 20° C; para una temperatura igual a 40° C el volumen llegó 
a sor igual a 114 cm 3 . 

a) Aplicando, la ley de Gay-Lussac formar la función que exprese 
la dependencia entre el volumen V del gas y la temperatura l. 

b) ¿Cuál sería el volumen a 0° C? 

70. '"Al comenzar un punto su movimiento uniformo á lo largo 
do una recta, al cabo de 12 s alcanza un punto que dista +32,7 cm 
do un cierto punto de dicha recta, mientras que al cabo de 20 s la 
distancia llegó a ser igual a +43,4 cm. Expresar la distancia s como 
función del tiempo í. 

71. En un circuito la tensión va disminuyendb'uniformemente 
(de acuerdo con la ley lineal). Al comienzo del experimento la ten¬ 
sión era igual a 12 V y al final del mismo experimento, que duró 
8 s, la tensión descendió hasta 6,4 V. Expresar la tensión V como 
función del tiempo t y construir la gráfica de esta función. 

72. Hallar el incremento de la función lineal y = 2z — 7 al 
pasar la variable independiente x del valor x¡ = 3 al de x.¡ = 6 . 
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73. Hallar el incremento de la función lineal y = —3a: -f 1 , 
correspondiente al incremento de la variable independiente Ax = 2. 

74. La función y = 2,5*+4 tuvo el incremento Ay = 10. 
Hallar el incremento del argumento. 

75. Dados la función y — y el valor inicial de la variable 

independiente x, = a — 6 , hallar el valor finito x , do la variable 

independiente i para el cual el argumento Ay = —í—. 

a — b 

76. La función tp (a:) viene dada así: q> (x) = -^ x +2 para — co < 

< z<2; <p (x) = 5 — x para 2 < x < + oo. Hallar, analítica 
y gráficamento. las raíces de la ecuación (p (*) «= 2.r — 4. 

77. Construir la gráfica de la función: 

1) y = I * + i I -H * — 1 I; 2) y = I X + i I - I * - 1 1 ; 

3) y — \x — 3| — 2 \x -(-1 | +2|a:|—a:+l. 

78*. ¿Para quó valores de x es válida la desigualdad 

I / (*) + V (*) I < I / (*) | + | 9 (x) I, 

si / (.r) = * — 3 y <p (r) = 4 — xl 

79. ¿Para qué valores de * es válida la desigualdad 

I / (*) — <P (*) I > 1 1 (*) I - | 9 (*) |, 

Si / (z) = X y tp (*)=»* — 2? 

80. La función / (x) está definida así: en cada uno de los Ínter- 
valos n^x < n -f- 1 , donde n es un número entero positivo, / (z) 

varía linealmento, siendo / (n) = —1, / ( n + y) *'0. Construir lá 
gráfica de esta función. 


Función cuadrática 

81. Construir la gráfica o indicar los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función: 

D V = 2) y = ** — 1; 3) y = | *» — 1 |¡ 4) y » 1 - **; 

o! y í +4; 6) y - x - x>; 7) y = | * _ ** |; 

8) y = 2z* +3;,9) y = 2x 2 — 6 * +4; 10) y = —3z s + 6 z — 1 ; 

11) p = | _ 3z ! + 6 * - i I; 12) y = -* |x |. 

82. Escribir en forma analítica la función unívoca definida en 
el intervalo (—oo, 61, si so sabe que su gráfica consta de los puntos 
del eje Ox cuyas abscisas son menores que —3, de los puntos de la 
parábola que es simélrica_ respecto al eje Oy y quo pasa por los 
puntos A (—3, 0), B (O, 5), y de los puntos del segmento CD cuyos 
extremos son C (3, 0) y D ( 6 , 2). 


2 » 
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83. Hallar el valor máximo de la función: 

1) y = -2z a + z - 1 ; 2 ) p = 3* + 2 ; 

3) y = 5 — x 1 ; 4) y = — 2** + ax — a J ; 5) y = a*x — b a x*. 

84. Hallar el valor mínimo de la función: 

1) y = i J + 4z - 2; 2) y = 2x a - 1,5* +0,6; 3) y = 

=» 1 — 3* + 61 a ; 

4) y = (i a z a + a 4 ; 5) y “= (a* + b) (a* — 2b). 

85. Presentar el número a como suma de dos sumandos tales que 
su producto sea el mayor posible. 

86 . Presentar el número a como suma de dos números tales que 
la suma de sus cuadrados sea la menor posible. 

87. Se debe levantar una valla de madera al lado de un muro de 
piedra para cercar un terreno rectangular. La longitud total de dicha 
valla es igual a 8 m. ¿Cuál debe ser la longitud de la parte de pared 
paralela al muro para que la valla abarque la mayor área posible? 

88 . La suma de los lados de un ángulo dado de un triángulo es 
igual a 100 cm. ¿Cuánto deben medir los lados para que el área del 
triángulo sea la mayor posible? 

89. ¿Cuál de los cilindros cuyo perímetro dado do la sección axial 
es igual af = 100 cm tiene la mayor área lateral? 

90. ¿Cuál de los conos cuyo perímetro de la sección axial es igual 
a P, tiene la mayor área lateral? 

91. Consideremos un sólido cuya forma es la de un cilindro circu¬ 
lar recto y que tiene colocado encima de él un cono (de la misma 
base). El ángulo del vértice del cono es igual a 60°. El perímetro de 
la sección axial es igual a 100 cm. ¿Cuál debe ser el radio del cilindro 
para que su superficie lateral sea la mayor posible? 

92. Un triángulo isósceles de base a y altura h lleva inscrito un 
rectángulo de la manera representada en la fig. 8 . ¿Cuál debe ser la 
altura del rectángulo para que su superficie sea la mayor posible? 



93. Un cono recto dado lleva inscrito un cilindro de manera que 
los planos y los centros do las bases circulares del cilindro y del cono 
coinciden. ¿Cuál debe ser la relación de los radios do l8s bases del 
cilindro y del cono para que la superficie lateral del cilindro sea la 
mayor posible? 
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94. Sea dado un cono recto circular cuyo radio de base es igual 
a i? y su altura, H. Lleva inscrito un cilindro do manera quo los 
planos y los centros de las bases circulares del cono y del cilindro 
coinciden. ¿Cuál debe ser el radio del cilindro para que la superficie 
total del mismo sea la mayor posible? Considerar los casos H > 2ñ 

y H < 2fl. 

95. ¿Cuál debe ser el radio de un círculo para que el sector cuyo 
perímetro es igual a un número dado P tenga la mayor superficie 
posible? 

96. Una ventana de forma rectangular está rematada en la parte 
superior por un triángulo equilátero. El perímetro de la ventana es 
igual a P. ¿Cuál debe ser la base a del rectángulo para que la ventana 
tenga la mayor superficie posible? 

97. Una ventana de forma rectangular está rematada en la parte 
superior por un semicírculo. ¿Cuál debe ser la base del rectángulo 
para que la ventana tenga la mayor superficie siendo el perímetro 
igual a 2 m? 

98. De un cartón de forma rectangular de dimensiones 30 X 
X 50 cm* se deben cortar cuadrados de manera que doblando la hoja 
a lo largo de las líneas punteadas (véase la fig. 9) se obtenga una 


n 



Fig. 9 Fig. 10 

caja de superficie lateral máxima. Hallar el lado de los cuadrados 
cortados. 

99. Es necesario fabricar un modelo del paralelepípedo recto de 
base cuadrada con un alambre que mide 120 cm. ¿Cuánto debe medir 
lá cara de la basa para que la superficie total del paralelepípedo sea 
la mayor posible? 

100. Se debe cortar un alambre de longitud a en dos partes. Una 
parte estará destinada para hacer un cuadrado, la otra, para un tri¬ 
ángulo equilátero. ¿De qué manera debe ser cortado el alambre para 
que la suma de las áreas de las figuras obtenidas sea la menor posible? 

101. En la recta y = x hallar un punto tal que la suma de los 
cuadrados de la distancia que media entre éste y los puntos (—a, 0), 
(o, 0) y (0, b ) sea la menor posible. 

102. En la recta y = x +2 hallar un punto tal que la suma de 
los cuadrados do la distancia que media entre éste y las rectas 3x — 
— 4 y + 8 = 0 y — y — 1=0 sea la menor posible. 
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103. La 'Corriente eléctrica J se distribuye por dos ramas de resis¬ 
tencias r x yr 2 (véase la fig. 10). Mostrar que las pérdidas menores de 
la energía necesaria para calentar el conductor en la unidad de tiem¬ 
po corresponden a una distribución do las corrientes inversamente 
proporcional a las resistencias de las ramas. (Partir de la ley: la 
cantidad de calor desprendida es Q = 0.24 J*Rt.) 

104. Trazar la parábola y = x % y, valiéndose de ella, resolver grá¬ 
ficamente las siguientes ecuaciones: 

1 ) x 1 -x - 2,25 = 0; 2) 21 a - 3x - 5 = 0; 3) 3,lx a - 

- 14x +.5,8 = 0; 

4) éx 3 - 12* + 9 = 0; 5) 3** — 82 + 7 = 0. 

105. La función <p(x) viene dada así: <p (z) = -j-x—-ypara —oo< 

(p (x) = 1 +x para -^-<x< + 00 . Analática y grá¬ 
ficamente hallar todas las raíces reales de la ecuación Iq> (*))* = 
= 7x + 25. 

106. Señalar el dominio de definición de la función 

y = Ig (ax* + óx -f c). 

107. Hallar / (x 4-1), dada la función / (x — 1) = 2x* — 3x -|- 1 

108*. Mostrar que la función /(x)«= ¿t+ix+Sc 10,118 cua ' , l uioc 

valor real si 0 <e<l. . 

Función homográfica 

109. Aplicando la ley de Boile y Mariotte, hallar la función que 
exprese la dependencia entre el volumen del gas y la presión a t = 
= const si es sabido que a la presión 760 mm Hg el volumen del 
gas es igual a 2,3 l. Dibujar la gráfica de esta función. 

110. La variable x es inversamente proporcional a. y, y es inver¬ 
samente proporcional a z; z, a su vez, es inversamente proporcional a 
v. ¿Qué dependencia existe entre x y u? 

111. La variablo x es inversamente proporcional a y; y es direc- 
tamente proporcional a z, z es directamente proporcional a iz, que 
es a su voz inversamente proporcional a v. ¿Qué. dependencia existe 
entre x y u? 

112. Durante la electrólisis la cantidad de sustancia que se des¬ 
prende en eL electrodo es directamente proporcional a la intensidad 
de corriente; ésta es proporcional a la conductibilidad del electrólito, 
esta última es proporcional a la concentración del electrólito. Dada 
cierta cantidad do sustancia, la concentración es inversamente pro¬ 
porcional al volumen del solvente. ¿Qué dependencia existe entre la 
cantidad de sustancia desprendida en el electrodo y el volumen del 
solvente? 
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113. Construir la gráfica de la función homográfica: 
1) ií = ^;2)p = ^ : 3).p=^; 

4) y, -V? 


114. Siguiendo la gráfica hallar los valores máximo y mínimo 
de la función homográfica en el intervalo indicado: 

1) íi=4i 1 ' 5 1; 2) 

3) y = r^(0. 41. 

115. Demostrar: 1) si las abscisas de los cuatro puntos My(x 
y,), M.. (x t ; y»), M„ (x„ y 3 ), M t (x t ; y K ) de la gráfica de la función 



Fig. 11 


Fig. 12 


y = ~ (véase la fig. 11) se hallan en la proporción —, l 0 s tra- 
" ^2 
pecios rectilíneos MyM 3 N 3 Ny y M 3 M K NJi s son equivalentes; 

2) si los puntos M, y M„ pertenecen a la gráfica de la función 

km 

y~— (la fig- 12), las áreas de las figuras A l Af 3 M.A¡ y 
son equivalentes entre sí. 

116. Construir la gráfica de la función y = x mediante la 
adición gráfica. 
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§ 4. Función inversa. 

Funciones potencial, exponencial 
y logarítmica 


Función inversa 


117. Hallar la función inversa a la dada: 

1) y-=r; 2) p = 2x; 3) y=l — 3*;^j/y=**+l; 

5) 8) 

(9?¿/=10~«; 10) p = l + lg(z+2); 11) y = log*2; 

12 ) ¡'“rpjS'- i3 ) y = 14 ) ?^-2sen3z; 

15) y = l + 2sen|^j; 16) y = 4 arcsen >^1 — i 2 . 


118. Demostrar que la función inversa a la función homográfica 
y = “cx+d (considerando que ad—bc=¡e= 0) es también homográfica. 

119. ¿Cuál debe ser la condición para que la función homográfica 
del ejercicio 118 coincida con s u inversa ? 

120. Mostrar que si f (x) — a — x n , x > 0, se tiene / [/ (x)l — 
= x. Hallar la función inversa a la f (x). 

121. ¿Cuál es la característica de la gráfica de la función idéntica 

a su inversa? _ ' 

122. La función y de x viene dada por la ecuación y' ¿ — 1 4- 
+ log s (z — 1) = 0. Hallar el dominio de definición de la función 
dada y escribir la función inversa a la dada. 

123. La función y de x viene dada mediante la ecuación y® + 
+ sen 3 x — y +2 = 0. Hallar la) función inversa a la dada. 


Función potencial 

124. Construir la gráfica de la función: 

1) y = -g-z 3 ; 2) y= —y* 3 ; 3) ^ = ^ + 3**; 

. . 3 

4) p = z 3 -z+l; 5) j/= — x J + 2x —2; 6) j/ = 2x 3 ; 

7) y = y* T - 8) y = x?- 3 \ 9) ? = **•'; 10) y = *»•“; 

11) p = |x^ 8 ; 12) p = 5*- 3 . 3 ; 13) p=l-VT?í- 

125. Hallar gráficamente los valores aproximados de las raíces 
reales de la ecuación x+3 = 4y^ x z . 
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126*. Dibujar la parábola cúbica y — z 3 y utilizarla para resol¬ 
ver gráficamente las ecuaciones: 

1) r> +* - 4 =:0; 2) z 3 - 3x* - x + 3 = 0; 

3) i 3 - 6x* + 9z - 4 = 0; 4) z 3 + 3z* +.6z +4 = 0. 

127. ’ De acuerdo con la condición dada formar la ecuación y resol¬ 
verla gráficamente: 

í) ¿El cuadrado de qué número es igual al mismo número sumado 
a su valor inverso? 

2) Un globo de madera cuyo radio mide 10 cm y cuya densidad 
es igual a 0,8 g/cm 3 , flota sobre la superficie del agua. Hallar la 
altura del segmento hundido. 

3) . Un cubo y una pirámide de base cuadrada, ambos de madera, 
pesan juntos 0,8 kgf. La arista del cubo es igual al lado de la base 
de la pirámide. La altura de la pirámide mide 45 cm. Hallar la arista 
del cubo. El peso específico de la madera es igual a 0,8 gf/cm 3 . 

128. Sea dada la función y = x", x > 0. ¿Para qué valores de x 
esta función tiene valores mayores que los de la función inversa y 
para qué valores de x tiene valores menores? 

Funciones exponencial e hiperbólicas 

129. Construir la gráfica de la función: 

1) y= ~2 X ; 2) y = 2« 3 ; 3) y-=i-3'; 

4) ¿,~l-3*- 3 ; 5) ji<*> (y) 1 * 1 ; 6) y- T*. 

130. Valiéndose de la gráfica de la función y = 2* y sin recurrir 
a otros cálculos, construir la gráfica de la función: 

1) y = 2* -1 ¡ 2) y—¿-SP; 3) y—§ : -2 _ É"+4. 

131. La gráfica de la función y = a* es una línea. Mostrar que 
la gráfica de la función y = k a* (&> 0) es la misma línea pero 
desplazada paralelamente al eje de coordenadas. 

132. Mediante la adición gráfica construir la gráfica de la fun¬ 
ción: , 

1) y = * 2 +2*; 2) y = x* - 2*. 

133. Resolver gráficamente la ecuación 2* — 2z = 0. 

134. Construir la figura limitada por las líneas y = 2*, y — 
= y x — 3. Hallar por la gráfica y de manera aproximada las 
coordenadas de los puntos de intersección de las líneas indicadas. 

135. Hallar el mayor valor posible de n para el cual 2* > x" 
para todas las x ^ 1Ó0 (n es un entero). 

136. Demostrar que y = shx e y = thx son funciones impares, 
mientras y — ch x es una función par. ¿Son estas funciones perió¬ 
dicas? 
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137. Demostrar la validez de las siguientes igualdades: 

1) ch 4 x — sh 4 x = 1; 2) ch 4 x -j- sh 4 x = ch 2a:; 

3) 2 sh i-ch x = sh 2x ; 4) sh (ct ± p) = sh a-ch p ;fc sh p ch a; 

5) ch (ct ± p) = ch a ■ ch p ± sh a • sh p; 6) l-th a x = í ~; 

7) l-cth*x = --¡hb". 

Función logarítmica 

138. Construir la gráfica de la función: 

1) y=>— log a i; 2) p=lg-^-; 3) g = |lg*l; 

4) y =>logj|*|; 5) |/-H-lg(i+2); 6) y = log,| 1 

7) p «= a 108 »*; 8) y = log, 2. 

139. Valiéndose de la gráfica de la función y = lg x, construir la 
gráfica do la función: 

Dff=jig(*+1>; 2) J,=2ig(í±í). 

140. Sea dada la función y ~ z + lg-^- Modiante la adición 

gráfica construir la gráfica de la función dada y por lo gráfica hallar 
el valor mínimo de dicha función en el semiintervalo (0. 2)._ 

141. Mostrar que la gráfica de la función y = log„ (z + Y a^ + l) 
es simétrica respecto al origen de coordenadas. Hallar la función 
inversa. 

142. Demostrar que la ordenada de la gráfica de la función 
y = log 0 x es igual a su correspondiente de la gráfica de la función 
U = log Q „ x multiplicada por n. 

§ 5. Funciones trigonométricas 
y funciones trigonométricas 
inversas 

Punciones trigonométricas 

143. Indicar la amplitud y el período de la armónica: 

1) p = sen3z; 2) p = 5cos2z; 3) y = 4sennz; 

4) p = 2seny¡ 5) y = sen^.; 6) p = 3sen-5~-. 
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144. Indicar la amplitud, el período, la frecuencia y la fase 
inicial de la armónica: 

I) p = 2sen(3i + 5); 2) y= — cos^ ; 

3) y = -|sen2n (m—■§■) ; 4) y = sen^^. 

145. Construir la gráfica de la función: 

1 ) y— — senz¡ 2) y = l —senz; 3) y¡=l — cosí; 

4) y=sen2z; 5) y=sen-|; 6) y=— 2sen|-¡ 

7) y =cos 2z; 8) y = 2sen(z—y); 

9) y = 2sen (3z + -y-) ; 10) y = y sen (2nz — 1,2); 

II) y = 2 + 2sen (-!£. + £) ; 12) y = 2cos-^¡ 

13) y = |senz|; 14) y = |cosz|; 15) y = |tgz|; 

16) 'y= |ctgz|; 17) y = secz; 18) y = cosecz. 

f cosz para —Jt^z^O, 



1 0<z<l, 

i _•>_ )Ci<2. 


146. Los lados de un triángulo miden 1 cm y 2 cm, respectiva¬ 
mente. Construir la gráfica del área del triángulo como función del 
ángulo z comprendido entre dichos lados. Hallar el dominio de 
definición de esta función, y el valor del argumento z para el cual 
el área del triángulo sea máxima. 

147. Un punto efectúa movimiento uniforme a lo largo de una 
circunferencia de radio R, con velocidad lineal v cm/s, teniendo por 
centro el origen de coordenadas y en el sentido contrario ol de las 
agujas del reloj. En el momento inicial la abscisa de dicho punto 
era a. Formar la ecuación de la oscilación armónica do la abscisa del 
punto. 

148. Un punto efectúa movimiento, uniforme a lo largo do la 
circunferencia z a -f-y a = 1. En el momento í 0 su ordenada era y 0 , 
en el momento t¡, y,. Hallar la dependencia entre la ordenada del 
punto y el tiempo, hallar también el período y la fase inicial de la 
oscilación. 

149. La fig. 13 muestra un mecanismo de manivela. El volante 
es de radio i?, la biela es de longitud a. El volante gira uniformemen¬ 
te en el sentido de las agujas del reloj dando n vueltas en un segundo. 
En el momento t = 0 en oí que la biela y la manivela formaron 
una misma recta (posición del punto muerto), la cruceta (A) ocupó 
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el punto O. Hallar la dependencia entre el desplazamiento z de la 
cruceta (.4) y el tiempo t. 



150. Mediante la adición gráfica construir la gráfica de la fun¬ 
ción: 

1) y = senz-|-cosz; 2) sen 2nz-|-sen3jiz; 

3) y = 2aen |-+ 3 sen-y; 4) p=z+sen x; 

5) y-**x —sen*; 6) y *» — 2* + eos z. 

151. Resolver gráficamente la ecuación: 

1) * = 2 sen *; 2) * = tg *; 3) *—eos x = 0; 

4) 4 sen * = 4 — z; 5) 2-* = eos z. 

152. Hallar el período de la armónica compuesta: 

1) y = 2 sen 3z -f- 3 sen 2x; 2) y = sen t + eos 2<; 

3) j/ = sen-j-+sen^-; 

4) y ^sen (2nt-|- y)+ 2sen (3n/ + + 3sen5nf. 

153. Presentar en forma de una armónica simple: 

1) y=senz+cosz; 2) ¡/ = senz+ 

2sen (z + -y-). 

154. Comprobar el siguiente proce¬ 
dimiento gráfico de la adición de las 
oscilaciones armónicas. Sean, dadas 
las armónicas 

4, sen (co z + <p,)y A 8 sen (coz.+<p 4 ). 
Tracemos los vectores A¡ y A, cuyos 
módulos son A, y A¡, respectivamen¬ 
te, formando los ángulos <p, y con 
el eje horizontal (véase la fig. 14). 
Efectuando la adición de los vecto¬ 
res A¡ y ^... obtendremos el vector A 
de módulo 4 inclinado hacia el eje horizontal en un ángulo cp. La A y cp 
serán la amplitud y la fase inicial de la suma, respectivamente 
A¡ sen (coz + q>,) + 4 S sen (coz +<p 4 ) = 4 sen (coz +q>). 



Fig. 14 
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155*. Indicar el período de la función y construir su gráfica: 

1) p *= | sen a;| +1 cosx|; 2) i/ = y (-^r-+T^f) • 

156. Hallar el dominio de definición y explicár el aspecto do la 
gráfica de la función: __ 

1 ) p = lg son x; 2) y = V lgsenx; 3) Si = J/^lg JiJJTT' 


Funciones trigonométricas inversas 

157. Construir la gráfica de la función: 

1) p = arcctg x; 2) p = 2arcsen y; 3) y - 1 + «rctg 2x; 

4) p=,^—árceos 2x; 5) p = aresen 

158. Un sector circular de ángulo central a se arrolla engendran¬ 
do un cono. Hallar la dependencia entre el ángulo o en el vértice 
de dicho cono y el ángulo a, y construir la gráfica. 

159. Un cuadro de altura a cuelga de la pared de modo inclinado, 
formándose un ángulo diedro <p entre la pared y el cuadro. Un obser¬ 
vador que se encuentra frente a la pared, a la distancia l, ve el borde 
inferior del cuadro por encima de la altura de su vista (la diferencia 
es igual a ó). Hallar la dependencia entre el ángulo y (formado entre 
la vista del observador y el cuadro) y el ángulo <p. 

160. Indicar la dependencia entre el ángulo q> de la vuelta que 
da la manivela (véase el ejercicio 149) y el desplazamiento x do la 
cruceta. 

161. Hallar el intervalo en que varía x para el cual sea válida 
la identidad: 

1) aresen x+árceos x = ; 2) aresen >^x+arccos]^x=-2-; 

3) árceos /1 — x 2 = aresen x; 4) árceos Vi — x*= — aresen x; 

5) arctg x = arcctg -i-; 6) arctg x = arcctg-i-—n; 

7) árceos-^^-«2 arctg x; 8) árceos — 2 arctg x; 

9) arctg x-f arctg = arctg ; 

10) arctg x-l-arctg 1 = n +arctg 

162. Valiéndose de las identidades del ejercicio 161, hallar el 
dominio de definición y construir la gráfica de la función: 

1) y — árceos Vi—x 2 ; 2) y = aresen Vi — x + aresen Y x\ 

. -3) y ~ árceos ; 4) y = arctg x — arcctg . 
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163*. Construir la gráfica de la función y — arcsen (sen x). 
Demostrar que la función indicada es periódica y hallar su período. 

164. Construir la gráfica de la función y = árceos (eos x). 

165. Construir la gráfica de la función, y = arctg (tg x). 

166. Construir la gráfica de la función: 

1) y = x — arctg (tgz); 2) y = x — arcsen (sen x); 

3) y = x arcsen (sen x); 4 ) y = árceos (eos x) — arcsen (senx). 


§ 6. Problemas de cálculo 

167. Trazar la gráfica de la función y *= x® 4-2x* — 4x +7 en 
el intervalo cerrado [—4, 21 tomando los valores de x con intervalo 
de 0,2. En el eje de ordenadas elegir la escala 20 veces menor que 
la del eje de las abscisas. Hallar los valores máximo y mínimo de la 
función en el intervalo cerrado [—3, 21 de acuerdo a la gráfica. ¿En 
qué punto pasa la función del crecimiento al decrecimiento? Hallar 
la raíz de la función en el intervalo cerrado 1—4, 21. La exactitud 
del cálculo debe ser 0,1. 

168. Al estudiar las leyes de dispersión de la metralla (en la 

teoría balística del tiro) os necesario construir la gráfica de la fun¬ 
ción y = e » 2,718. Efectuar esta operación para A =* 2, 

dando a a los valores desde 0 hasta 90° con intervalo de 5°. El cálcu¬ 
lo debe ser efectuado con exactitud hasta 0,01. 

169. Sean dados tres puntos: M , (1; 8;) (5; 6); M 3 (9; 3). 

Trazar la parábola y = ax* +bz + c que atraviese estos tres pun¬ 
tos. Hallar las raíces de la función az a -f bx +c. La exactitud del 
cálculo debe ser 0,01. 

170. Una lámina de hojalata de 30 X 30 cm a ha do servir para 
fabricar una caja de 1600 cm ! do capacidad, recortando de ella cua¬ 
drados iguales. ¿Cuánto debe medir el lado x de cada cuadrado corta¬ 
do? La exactitud del cálculo debe ser 0,01. 

171. Comprobar lo siguiente; si en la ecuación ¡r 4 4-ps* 4- 
4 - qx 4 -s = 0 ponemos x* = y, dicha ecuación será sustituida por 
el sistema 

| x* = y, 

1 (y-yo ) z +(*-*•)*'= r 2 * 

donde = | y r 2 = yjrj-x;—s. 

Valiéndose de este procedimiento, resolver gráficamente la ecua¬ 
ción ir* — 3x 5 — 8x — 29 = 0. La exactitud del cálculo debe 
ser 0,1. 

172*. Utilizando el procedimiento del ejercicio 171 demostrar lo 
siguiente: al efectuar un cambio complementario de la variable 



§ 6. Problemas de cálenlo 
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x = x' + a, las raíces reales de la ecuación de cuarto grado x* -j- 
- 4 . ax 3 -i- bx" +cx + d = 0 pueden ser halladas gráficamente encon¬ 
trando los puntos, de intersección de una cierta circunferencia coi» 
la párábola y = a?. 

Valiéndose de este procedimiento resolver gráficamente la ecua¬ 
ción x 4 4 - i,2a? — 22a? — 39z 4 - 31 =0. La exactitud del cálcu¬ 
lo debe ser 0 , 1 . 

173. Hallar gráficamente las raíces do la ecuación e* sen x = 1, 
e «2, 718, comprendidas entre 0 y 10. Indicar la fórmula general 
aproximada para los valores de las raíces restantes. La exactitud' 
del cálculo ha de ser 0 , 01 . 

174. Resolver gráficamente el sistema: 

, 16i ! +g = 4. 

La exactitud del cálculo ha de ser 0,01. 

175. Construir la gráfica de la función (en el sistema de coorde¬ 
nadas polares) para los valores del ángulo polar tp con el paso igual, 
a ji/12 *). 

1) p => a<p (espiral de Arquímedes); 2) p = al<f (espiral hiperbó¬ 
lica); 3) p = e <** (e « 2,718) (espiral logarítmica); 4) p = a sen 3<p 
(rosa de tres pétalos); 5) p = á eos 2tp (rosa do dos pétalos);, 
6) p «. a (1 — cosq>) (cardioide). 

Efectuar los cálculos con exactitud hasta 0,01. Conviene elegir 
cualquier constante a > 0 . 

• So admite aquí que si p (<p) < 0, on el correspondiente rayo no oxisle el, 
puilto do la gráfica. 
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Límite. Continuidad 


§ 1. Definiciones principales 

Punciones de argumento entero 

176. La función de argumento entero toma los valores 
u, = 0,9; u, = 0,99; u 3 = 0,999;. u„ = 0,999 ... 9; 


¿A qué es igual llm u„? ¿Qué valor debe tener n para que el valor 

n-*oo ■* 

absoluto de la diferencia entre u n ysu límite no sea mayor que 0,0001? 

177. La función u n toma los valores 

«i = i; u »*=-g' : •••; 

Hallar lím «„. ¿Qué valor debe tener n para que la diferencia 

n-*oo 

entre u n y su límite sea menor que un número dado positivo e? 

178. Demostrar que u„ = tiende a 1, al crecer n en forma 

n 1 | t i 

limitada. ¿A partir de qué valor de n el valor absoluto de la diferen¬ 
cia entre u„ y 1 no es mayor que 10'*? 

179. La función i>„ toma los valores 

n 3 ji nn 

coa T cosa .. cos — . . .. C0S — . 

t '> = —j—= - v >~—3..— ’ "• 

Hallar lím v n . ¿Cuál debe ser el valor de n para que el valor abso- 

n-*oo • 

luto de la diferencia entre v n y su límite no sea mayor que 0,001? 
¿Toma la función v„ el valor de su propio límite? 

i 80. El término general u„ de la sucesión a, = . «» = ■§■. 

uj = i, « 4 =^-, ... tiene la forma. , si n es un número 
2 n -M 

impar, y “ si n es un numero par. 
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Hallar lím !¿„. ¿Cuál debe ser el valor de n para que la diferencia 

n —oo 

entre w„ y el valor absoluto de su límite no sea mayor que iO -4 ; que 
un número dado positivo e? 

181. Demostrar que la sucesión u n = |^±L, al crecer h infi¬ 
nitamente, tiende al límite igual a -? creciendo de modo monótono. 

í ' ' V 4 ” 

¿A partir de qué valor de n, la magnitud — u„ no es mayor quo 
un número dado positivo e? 

182. Doihostrar que u„ = ^ '‘^ +aZ tiene por límite 1, al crecer n 
infinitamente. ¿A partir de qué valor do n la magnitud |1 —u n | 
no es mayor que un número dado positivo e? 

¿Qué carácter tiene la variable u„? ¿Es creciente o decreciente? 

183. La función v n toma los valores de coeficientes binomiales: 


v , — m, 


Vf- 


m (m— 1) 
1-2 


V 3 = 


m(m — i) (m —2) 
1-2-3 


m(m— !)("'—2) ... I(m—(n— 1)] 
" " 1 -2-3 ... n 


donde m es un entero positivo. Hallar lím v n . 

n-*oo 

184. Demostrar que la sucesión u„ = 1 -f (—l) n no tiene límite 
cuando n crece infinitamente. 

185. Demostrar que aL.crecer n infinitamente la sucesión u„ = 

_ 2H-|—2p»_ no tjene límjte _ y Ja suces j6 n Vr¡ _ s ¡ ] 0 

tiene. ¿A qué es igual éste? 

186. ¿Tiene límite la siguiente sucesión: 


3» 


1 ) u n =» n sen -A?-; 


2 ) u„ 


sen-s- 

-ÜT-(»> 1 ) ? 


187. Demostrar el teorema: si las sucesiones u,, . .. u n , . . . 

... y v,, o s , tiendon al mismo límite común a, la suce¬ 

sión ti„ v„ Uj, v„ . . ., u„, v n , . . . tiende al mismo límite. 

188. Demostrar el teorema: si la sucesión u . . . . , 

tiende al límite a, cualquier subsucesión suya (por olempío, u„ 
« s , U/¡ . . .) tiende al mismo límite. 

189. La sucesión u t , . . u„, . . . tiene por límite a ybO. 

Demostrar que lím -^ 7 — —1. ¿Qué se puede decir sobre este lími- 

ri-*oo “» 

te si a = 0? (Citar ejemplos.) 


3-0176 
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Cap. II. Limite. Continuidad 


Funciones de argumento continuo 

190. Sea y = x 2 . Cuando x-*2, y -*■ 4. ¿Cuál debe ser el valor 
de 6 para que | x — 2 | < 8 dé por resultado ] y — 4 | < e = 
= 0 , 001 ? 

191. Sea y = . Para x->-2, tenemos y-*- . ¿Cuál debe 

ser el valor de 6 para que |x— 2|<6 dé por resultado 
|¡,-¿|< 0 , 1 ? 

192. Sea y = , ¿ • Para I- *" 3 tenemos: ¿Cuál debe 

ser el valor do 6 para que |x —3|<ó dé por resultado | -i— V j < 0 , 01 ? 

193. Demostrar que son x tiende a la unidad si x-*n!2. ¿Qué 
condiciones debe satisfacer x en el ontorno del punto x = n/2 para 
que se verifique la desigualdad 1 — sen x < 0 , 01 ? 

194. Si x crece infinitamente, la función y = -jjqrr tiende a cero: 

liin 1 ■ .= 0. ¿Cuál debo ser el valor de N para que |x|>lV dé 

*-♦00 X “ ^ 

por resultado ¡/<e? 

195. Si x-voo, *-l. «Cuál debe ser el valor de N 

para quo |x|>N dé-por resultado |p — 1 |<k? 


§ 2. Magnitudes infinitas. 

Criterios de existencia del límite 

Magnitudes infinitas 

196. La función u n toma los valores 

u¡ =3, ir a = 5, «a = 7, . . ., u„ “= 2 / 1 + 1 , 

Demostrar que u„ es una magnitud infinitamente grande cuando' 
n _► oo. ¿A partir de qué valor de ri la magnitud u* se hace mayor;, 

que Nf . ' * 

197. Demostrar que el término general u„ de cualquier progresión 
aritmética es una magnitud infinitamente grande cuando n-* oo. 
(¿Cuándo es positiva? ¿Negativa?) ¿Es válida esta aserción en el 
caso de cualquier-progresión geométrica? 

198. Cuando x->-0 tenemos: y — °°- ¿Qué condiciones 

debe satisfacer x para que se verifique la desigualdad |i/|> 10 4 ? 
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199. Demostrar que la función ®s infinitamente grande 

cuando x->-3. ¿Cuál debe ser el valor de x para que la magnitud 
| y \ sea mayor que 1000? 

200. Cuando x tiende a 1, la función y — crece infinita¬ 

mente. ¿Cuál debe ser el valor de 6 para que |x — lj<Ó dé por 
resultado >jV = 10 1 ? 

201. La función y =¡ es ¡“finitamente grande para x-*-0. 

¿Qué desigualdades debe satisfacer x para que | y | sea mayor 
que 100? • 

202. Para x-*oo tenemos: y = lgi-»®. ¿Cuál debe ser el va¬ 
lor de M para que x >M dé por resultado y> N = 100? 

203. ¿Cuáles de las principales funciones elementales son acota¬ 
das en todo el dominio de su definición? 

20ó. Demostrar que la función y = ~~¿r es acotada en todo el 
eje numérico. 

205. ¿Es acotada la función y = en todo el eje numérico? 

¿Serio acotada en el intervalo (0, 00)? 

206. ¿Es acotada la función y ^ lg sen x en todo el dominio de 
su existencia? 

La misma pregunta sobre la función y = lg eos x. 

207. 1) Demostrar que las funciones y => x sen x e y ■= x eos x no 
son acotadas cuando x-*-oo (indicar para cada una de ellas, por lo 
monos, una sucesión x„ para la cual y„ 00). 

2) ¿Serán infinitamente grandes estas funciones? 

3) Construir sus gráficas. 

208. Construir las gráficas de las funciones / (x) = 2* ocn * 
y f (x) ~2~ xmn *. Para cada una de estas funciones indicar dos 
sucesiones x„ y x'„ de los valores de x tales, que lím / (x n ) = 00, 

y lím f (x n ) =0. 

209. ¿P-ara qué valores de a la función y = a x sen x no es acotada 

cuando x —>- 00 (x—*-— 00)? 

210. ¿Será infinitamente grande la función no acotada: 

1) /(x) =¡-i-cos -i- para x-*-0; 

2) / (x) = x arctgx para x—>-oo¡ 

3) / (z) =- 2 X aresen (sen x) para z-*-+oo; 

4) /(a:) —(2-f senx) lgx para x->- -j-oo; 

5) /(z) =(1-f-sen x) lgx para x->-foo? 


3* 
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211. La [unción u„ toma los valores 
u t = 2, u. 


3 

: T ' 




<ín = 


Demostrar que u„ es infinitesimal cuando n ■ 

212. La función u„ toma los valores 


n+i 

n* 
*• oo. 


U,= 


1 ~ 7 ’ Uj -T ’ U,= 1T ’ 


“4 : 


1 

S T ■ 


n*— 8 
/l3 


Demostrar que u„ es infinitesimal cuando n->■ oo. 

213. Demostrar que y = -jqpy-»-0 cuando x-*■(). ¿Qué condi¬ 

ciones debe satisfacer x para que se verifique la desigualdad | y [ < 
< 10-‘? _ 

214. Mostrar que la función y — V'x 1-1 — V x tiende a cero 
cuando x -*■ oo. ¿Cuál debe ser el valor de Ñ para que y < 8 cuando 
x\>m 

215. Demostrar que si la función / (x) tiene por limite a para 
x -*• oo, ila función / (x) es susceptible do ser representada en forma 
de la suma / <x) = a + q> (x), donde q> (x) es infinitesimal para 
x—> 00, 

' Presentar en forma de suma las siguientes funciones: 

1 )t'“-Ssrr ; 2 > í, “'S*4t : 3 ) ü = 


Criterios de existencia del límite 
216*. La función u„ toma los valores 

1 1 i 1 1 i 1 , i 1 

“i “ s= T'’''io ’ 3+t + 3*+i ‘ 3 n +l ’ •' • 

Demostrar que u n tiende a cierto límite cuando «-*- oo. 

217. La función u n toma los valores 

u > = 4 + -2T4‘’ 

l.l. . . 1 

“n =T + TT + •••*’• 2-4 iáT)' ’ ••• 

Demostrar que u„ tiende a cierto límite cuando n-b oo. 

218. Demostrar el teorema: 

Si la diferencia entre dos funciones es infinitesimal cuando la 
variable Independiente varía de manera exactamente igual, siendo 
una de estas funciones creciente y la otra decreciente, las dos tienden 
a un mismo límite. 
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219. Sean dados dos números: u 0 y v 0 (u 0 < v„). Los términos de 
las sucesiones y v„ son dados por las fórmulas: 


“O+Co 

-2 

en general, 


v t = 


UQ+2IX, 


u a 


__ÜL±£L 

2 


v t = 


u, + 2v¡ 


nn-l + Pn-t 
2 


u n -t-r2v n -i 


Partiendo del teorema expuesto en el ejercicio anterior, demos¬ 
trar que las dos sucesiones ií„ y v n tienden a un mismo límite compren¬ 
dido entre u„ y v„. 

220. Dada la sucesión de números u„: 

u, = V?>, it, = V r 6 + u t , .... u„ = Y 6 + u„_„ ... 

Demostrar que esta sucesión tiene limite. Hallarlo. 


§ 3. Funciones continuas 


221. La función y esté definida de la manera siguiente: 
y — 0 para x < 0; 

y = x para 0 ^ x < 1; 

y = — x 1 + 4x — 2 para 1 ^ x < 3; 

y = i — x pdra x > 3. 


¿Es esta función continua? 

222. Los radios de las bases de tres cilindros superpuestos miden 
3, 2 y 1 m, respectivamente. La altura de cada uno de los tres cilin¬ 
dros es igual a 5 m. Expresar el área de la sección transversal del 
cuerpo engendrado como función de la distancia que media entre 
la sección y la base inferior del cilindro que ocupa la parte baja del 
cuerpo. ¿Será esta función continua? Construir su gráfica. 

223. Sea 



* + l. 

3-az*, 


si z^l; 
si i>f. 


¿Cómo debe ser elegido el número a para que la función / (x) sea 
continua? (Construir su gráfica.) 

224. Sea 


/(*) = 


— 2 sen x, 

^4 sen a: + B, 
eos x. 


si — Y'< 

g j_ n_ <, x <, _a_ . 

S. x>- 2 - 



38 


Cap. 11. Limite. Continuidad 


Elegir los números A y B de tal modo que la función f (x) sea conti¬ 
nua. Construir su gráfica. 

225. ¿En qué puntos sufren discontinuidades las funciones y = 
=» e y =» (j ? Construir las gráficas do las dos. Expli¬ 


car la diferencia en el comportamiento de estas funciones cerca de los 
puntos de discontinuidad. 

226. La función / (x) = no está definida parax = 1. ¿Cuál 


debe ser el valor de / (1) para que la función completada con este 
valor llegue a ser continua para x *= 1? 

227. ¿Qué géneros de discontinuidad sufren las funciones y “ 

_ x_ 0 y _ c ?? . * , p ara z — o? Mostrar el carácter de las gráficas 


de estas funciones en el entorno dol punto x = 0. 

228. Decir si es continua la función dada del modo siguiente: 
y = iil para x y = 0 para x — 0. Construir la gráfica de 
esta función. 

229. ¿Cuántos puntos de discontinuidad (y de qué género) tiene 


la función y =■ ■¡jyTy 

230. La función j/> 


? Construir su gráfica. 

=* arctg no está definida en el punto x 


0 . 


¿Es posible completar la función f (x) en el punto x = 0 de tal modo 
que llegue a ser continua en este punto? Construir su gráfica. 

231. Decir si es continua la función definida de la manera si¬ 
guiente: 


/(*) =sen -£7 para xv^O, /(0)=*1. 


Construir la gráfica de esta función. 

232. Construir la gráfica do la función / (x) = x sen ¿Qué 
valor debo tenor la función / (0) para que la función / (x) sea conti¬ 
nua por todas partes? 

233. Demostrar que la función y = —tiene discontinuidad 

14 - 2 ~ 

de primer género en el punto x = 0. Construir, de modo esquemático, 
la gráfica de esta función en el entorno del punto x = 0. 

234. Analizar el carácter de la discontinuidad de la función 

_i_ 

y = 2 2 en el punto x = 1. ¿Se puede definir y, cuando x = 1, 
de tal modo que la función llegue a ser continua para x = 1? 




§ 3. Funciones continuas 


39 


235. Analizar el carácter de discontinuidad de la función y — 

■=—j- en el punto x = 0. 

2*+l 

236. La función / (x) está definida del modo siguionte: / (x) = 

= (x 4- l)2~fe + x) p arII x ^£-0 y / (0) 0. Demostrar que en el 

intervalo —2^x^2 la función / (x) toma todos los valores, sin 
excepción, comprendidos entre / (—2) y / (2), y, sin embargóles 
discontinua (¿en qué punto precisamente?). Construir su gráfica. 

237. Decir si es continua la función y =• • Esclarecer 

el carácter de su gráfica. 

238. La función ostá definida del modo siguiente: si x es un nú¬ 
mero racional, f (s) = 0; si x es un número irracional, / (x) = x. 
¿Para qué vaior de x es continua esta función? 

239. Decir si es continua la función y construir su gráfica. 

1) y = x-[x]; 2) 3)p = (-l) w . 

(La función (xl es igual al número entero máximo no mayor que x 
(véase el ejercicio 59).] 

240. Valiéndose de las propiedades de las funciones continuas 
comprobar que la ecuación x 6 — 3x *= 1 tiene, por lo menos, una 
raíz comprendida entre 1 y 2. 

241*. Mostrar que: a) el polinomio de grado impar tiene, por lo 
menos, una raíz real; b) el polinomio do grado, par tieno, por lo me¬ 
nos, dos raíces reales, si toma, al menos, un valor cuyo signo sea 
contrario del que tiene el coeficiente de su término de grado más 
elevado. 

242. Mostrar que la ecuación x-2* = 1 tiene, por lo menos, una 
raíz positiva no mayor que 1. 

243. Mostrar que la ecuación x = a senx 4- ó, donde 0 < o < 
<1, b> 0 tiene, por lo monos, una raíz positiva siendo no mayor 
que 6 4- a. 

244*. Mostrar quo la ecuación] Z ^- A¡ + + x — X 3 = 

donde a, > 0, a->0, a 3 > 0 y < a 3 , tiene dos raíces reales 

comprendidas en los intervalos (Á,, X-) y (Áj, X 3 ). 




40 


Cap. II. limita. Continuidad 


§ 4. Operación de hallar 
los límites. 

Comparación de las magnitudes 
infinitesimales 

Punciones de argumento entero 


En los ejercicios 245—267 hallar los límites. 

n+l) 


245. 

lí m -ü±i 

n-» 11 

246. 

lím 

n-*o© 

247. 

(n+l) s -(n-l)5 
í-i ¡n + l)*+(n— 1 )* ’ 

248. 

lím 

TI-+OO 

249. 

, f _ 1000« 2 +3n 2 

„ Jo. 0,001™*- 100-.3 + 1 - 

250. 

lím 

n-oo 

25Í. 

¿L- (2»+l)i+(„-l>* •. 

252. 

lím 

n-*oo 

253. 

lím . 

n— " + * 

254. 

lím 

n-*oo 


255. »- Vn ¡ -2n*+l + Vn*+i 

„-oo y n«+6n«+2— y n’+3nS+1 




F *•+1 


ni 


ÍL“, (» + !)!-«! - 


«• a &Sigg - 2K - 
*»• ¡i." i,+ Kr‘" • 259 - a tama ■ 

..(.i, ,i 

1 +~+-T- + •" + "5iT 

260. lím-=-í-—. 

n-*óo -I—_ 

^3^9^ T 3» 

261. lím~¿-(i + 2 + 3+...+n). 

\) 

)• 


262 . iim ( l+2+3+...+a 

n-»oe * 

263. lím ( 

n-*oo ' 


— • « + 2 

t—2+3—4+...—2 b 
« i 2 +l 


264 *-.‘S (-JT+TT+- +-Ó+7T)- 
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5 - ("¡V + 3-5 +•• • +(2n-l)<2n + i))’ 


266. lím 


„-..2S+T 


267. lím 


Función de argumento continuo 
En los ejercicios 268—304 hallar los límites. 

268. Iím4±§-. 269. lím ( **7-* < ' + 1 ) 


268. Iím4±f-. ¿S 

*»2 

270. lím- 7 ^— . ‘ 

*-i i ~ z 

•lio n„ x 2 —2x + l 


272. lím. 

X-l 

274. lím 

x—l 


**+*-2 -r 


271. lím 
x~V¡ 

273. lím 
- -2 

275. lím - 

i 1 

*T 


!* + **+1 ‘ 
*»+3**+2* 


276. lím J ,f+:- 2 + , .J 277. lím • - 1 

278 ‘ ^[T^--3=b+T]-^ 

279- ii 7 [^fer+ 3 ,/-t + 2 > ]- 

280. lím (m y n son números enteros). 

jt-i * 1 


“• !í“^fer 

283. lím • 


282. lím 

284 ‘ lüi H-* s +3*> • 


Z83. ma-pj-s+sr- 

285 - ““ (lér-*) • 286 - (-^r-ár) • 

a*, ■ 

ico *7 <*+1)‘®+ (*+2) 10 + ... + (* + 100)'» 

288 - iíS-^«+íói» •_ 

289. lím • 290. lím • 

291. lim tff+»+gg=L. 

X—H» > x3-i-l’-{-1 —i 
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292. k~ 

*-<*> /i’+l 

294. lím V*+*- i_ _ 


296. lím 

x-»5 


298. 


Va —1 — 2 

X — 5 


lím V J +*‘~V* 




293. lím . 

x-0 

295. 

x~0 Yz^+ití—i 

297. lím^kl. 

*-• Y x —i 

299. ito. EE p r* . 

*-o ** 

301. lím - -- 1 t ;~|; 11—6 (a;>&). 


300. lím 
*->o 

v^x—1 

302. lím -r-—- (n y m son números enteros). 


303*. lím 
*# 



304. lím Vt+*-Ys+3 

x~\ x ~‘ 


305. ¿De qué manera varían las raíces de la ecuación cuadrada 
«x a + bx -j- c — 0 cuando b y c conservan sus valores constantes 
(b =£ 0) y la magnitud a tiende a cero? 

En los ejercicios 306—378 hallar los límites. 


306. lím (Vx+a-Vx). 
308. lím (Vx*+1-*)*). 


307. lím (VV+1 -l/x^T). 

(X— oo 

309. lím x<yW+l-x). 

X-±*o _ .r — ±co 

310. lím (V (x + a) {x + b) — x). 


311. lím (V¿1 — 2x — 1 _ Y2-’íx + 3). 

x~*±oo 

312. lím (V(x +\)*—£/(* -l) 2 . 

3 _ 

313. lím (Vx 3 + l — x 3 — 1). 

X^-GO 

sen 3* 


314. lím- 


316. lím 


x-0 1 

senax 


*-7 aenpx * 


315. lím 

x-0 

317. lím 


tgA-x 


tgZx 
sen 5x 


318. lím (n y m son números enteros positivos). 

- a-*0 i' seu 


* En los ejemplos en que se presenta * -► + co deben ser considerados 
separadamente los casos do i -t n y i - - 
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319. 

lím- 

*-0 

321. 

lím - 

í-0 

323. 

lím - 

d-*0 

325. 

lím - 

a-o 

327. 

lím | 

x-0 

329. 

lím - 

n 

*~T 

331. 

lím 

~T 

333. 

lím 

r -1 

335. 

lím' 

Jt 

*-T 

337. 

lím 

X-*7l 

338. 

lím 

~í 

340. 

lím 

x-0 

342. 

lím 

a-B 

343. 

lím 

n~o 

344. 

lím 

A-0 

345. 

lím 

*-0 

347. 

lím 

K-0 


2 areson i 


1 —eos* 

<8° 

^(l—c oa a 

tga—sena 
-Si- 


320. 


324. lím 


1 +scnz— cosí 


x _ 0 l— sen *—cosí ' 
326. lím <'- C0S ^ a ■ 

a-0 l S ,a ~ s ‘ n ct 


ím (—í--i-). 328. lím 


cosx—sen x 
eos 2 x 


lím - 

scn3x 


x-n 

sen 2* 


lím 

son a 

a 2 


cwn 



1 í tn i 

y-* 

V-a 

{2 

/ 

o ‘ 

n \ 


son i x — — i 

lím 

\ 

o / 

n 

v± 

COSX 

*?T 

z 


1—sen -j- 


x / x x \ 

™Y ( cos "5— sen T/ 


cos(a+í)—co3(a— í) 


cos ax—cos (Sz 


341. Iim 


sen (a-f x)—sen (a—x) 


sen 2 a—sen 2 6 

son (a + 2A) — 2sen (g+AH-seng 
A 2 

tg(a-f 2 A) — 2lg(a + A) + »g g 


*~0 tg(« + i)-tB(a-*) 


2 —1/ 1 + cosí 
sen 2 i 

r l+zseax —V cos2x 

‘g*-f 


346. lím- 

*-•0 


l 'l-t-senx—y 1 — senx 
tg* 
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En los ejercicios 379—401 hallar los límites. 

379. lím • Considerar separadamente : los casos en que 

x—«> x ~r A 

n es: 1) un número entero positivo, 2) un número entero negativo, 
3) cero. i 

380. lím x{Vxi + Vx- + \ — xVZ). 

-y X-*±om 

381. lim - ° J r (a>0). 


a*+l 

383. lím-22*-. 


m ií-ííS- 

384. 

x-*oo x 

are sen a- 


(a> 0). 


386. lím¬ 


ite 


„„ 3<m(a + 35)— 3 m>n(a+2h) + 3am(a+h )—sena 

387. lim 


h-*o 


388. lim tg 2 x (V 2 sen 1 x + 3 sen x 4- 4 — j/ sen 8 t f 6son x + 2). 

389. lim ‘-«“O-*»» ., 

x-o 1 

390*. lim (eos -|-cos cos "|r) • 

n-»oo * 

391. línti 2 (l— eos-M 392. lím (eos V* +1 -eos Vx). 

393*. lím * (arctg—-2-). 

394. lím x (arctg — arc, g x + r ¿ )- 

396. líin (l+^ r ) x ( n >0). 


X—oO 

395*. lim ^scnx-arcgx _ 

x -0 1 

I 

397*. lím (cosa:) 8 *" 1 . 

x-0 


398. lím 


Incoa* 


399 . i im (. 2 i*-)‘ 


491. lím (eos x + a sen bx) *. 

x-0 


400. lím (eos x +sen x) 1 

x—0 
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Comparación de magnitudes infinitesimales 

402. La magnitud infinitesimal u„ toma los valores 

«1=1. U i=-Y' U » C= ’F. «.=4-. 

y la magnitud Infinitesimal v„ respectivamente 

«i=i. «í=4t’ ü3= 4t. 


Comparar u n y t>„. ¿Cuál de las dos es de orden infinitesimal superior? 

403. La función u n , toma los valores 

Ul =o, ii,= 4 . u s = ’4r . 

y la función t>„, respectivamente 


«,= 2 , 


«s 


5 

T • 


10 

v * —sr’ 



Comparar estas dos magnitudes infinitesimales. 

404. La magnitud infinitesimal u„ toma los valores 

«« = 0 , u¡ = 4 ’ «> = 4 . •••• 

y la magnitud infinitesimal v n , respectivamente 

«i = 3, «, = . «j — 4 • • • • • «n = 2n ¿2 * . • • • 


Comprobar que « n y «„ son infinitesimales del mismo orden, pero 
no equivalentes. 

405. Las funciones y = e y = 1 — Y x son infinitesima¬ 
les cuando x -*■ 1. ¿Cuál de las dos es de orden infinitesimal superior? 

406. Dada la función y = z 3 , mostrar que Ay y Ax cuando Ax -*■ 0 
y Ax ¡?í¡0, son infinitesimales del mismo orden. 

Comprobar que la magnitud Ay es infinitesimal de orden superior 
que Ax cuando x = 0. 

¿Para qué valor de x son equivalentes los incrementos Ay y Ax? 

'407. Comprobar que las magnitudes infinitesimales 1 — x 
y 1 — i/x son del mismo orden infinitesimal cuando i-i-i. 
¿Son equivalentes? _ 

408. Sea x-*-0. Entonces Ya A-x 3 — Ya (a > 0) es una magni¬ 
tud infinitesimal. Determinar su orden respecto a x. 

409. Definir el orden, respecto a x, de la función infinitesimal 
para o: —>- 0: 

1) a’+lOOO* 3 ; 2) 3) 4) 4£pj-. 
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410. Demostrar quo los incrementos de las funciones u = a V* 
y v — bx* para i> 0 y para el incremento general A* ->■ 0 son del 
mismo orden infinitesimal; ¿Para qué valor de x son equivalentes 
(a y b son distintas de cero)? 

411. Mostrar que cuando x f» 1 las magnitudes infinitesimales 
Í-.íya(l — v^í). donde a 0 y k es un número entero positivo, 
son del mismo orden infinitesimal. ¿Para qué valor de a son equiva¬ 
lentes? 

412. Demostrar que las funciones sec x — tg x y n — 2x son 
infinitesimales del mismo orden cuando x -r n/2. ¿Son equivalentes? 

413. Demostrar quo las magnitudes infinitesimales e 2 * — e* 
y sen 2x-— sen x son equivalentes cuando x-*■(). 

414. Definir el orden de la función infinitesimal respecto a x 
cuando x->-0: 

i) y'i + yH-u 2) VT+5x—1—V*; 3) eVí—1; 

4 ) e *tnx — 1 ; 5 ) ln (1 + Versen*); 6) Vi +x i tg~ ; 

7) e*—eos*; 8) e* 2 —cosí; 9) cosx —eos*; 

10 ) sen(VT+£-l); 11) ln(l + * 1 )-2Í/(e x -l) 2 ; 

12 )' aresen (V"4 -t- x 2 —2). 


Algunos problemas de geometría 

415. Consideremos un triángulo equilátero de lado a. Sus tres 
alturas sirven para engendrar un nuevo triángulo equilátero y así 
sucesivamente n Veces. Hallar el límite de la suma do las áreas’de to¬ 
dos los triángulos cuando n->-oo. 

416. Un círculo do radio fí lleva inscrito un cuadrado; éste, lleva 
inscrito un círculo el cual, a su vez, tiene inscrito un cuadrado, y así 
sucesivamente n veces. Hallar el límite de la suma de las áreas de 
todos los círculos y el de la suma de las áreas de todos los cuadrados 
cuando n -*■ oo. 

417. Un triángulo isósceles rectángulo cuya base está dividida 
en 2 n partes iguales lleva inscrita una figura escalonada (véase la 
fig. 15). Demostrar que la diferencia entre el área del triángulo y la 
figura escalonada es infinitesimal cuando n crece infinitamente. 

418. Un triángulo isósceles rectángulo cuyo cateto es igual a a, 
tiene dividida su hipotenusa en n partes iguales. De los puntos de 
división están trazadas rectas paralelas a los catetos resultando una 
línea quebrada, AKLMNOPQRTB (véase la fig. 16), cuya longitud 
es ignal a 2a para cualquier n. De ahí que el limite de su longitud es 
igual a 2a. Pero, por otra parte, la línea quebrada va aproximándose 
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infinitamente o la hipotenusa del triángulo cuando n crece infini 
tamente. Eor consiguiente, la longitud de la hipotenusa es igual 
a la suma de las longitudes de los catetos. Este razonamiento encie¬ 
rra un error. Hallarlo. 

B 


Fig. 15 . Fig. 16 

419. El segmento AB cuya longitud es a, está dividido en partes 
iguales por n puntos, desde los cuales se han trazado rayos en ángulos 




j AAAAAAAAAA « 



Fig. 17 


Fig. 18 


■—(véase la fig. 17). Hallar el limite de la longitud de dicha linea 
quebrada cuando n crece infinitamente. Comparar con el resultado 
del ejercicio anterior. 

i 420. El segmento/46 cuya longitud es a está dividido en n partes 
iguales. Los pequeños segmentos resultantes sirven de cuerdas y sub¬ 
tienden arcos de circunferencia, cada uno de los cuales es igual a x/n 
radián (véase la fig. 18), Hallar el límite de la longitud de la linea 
resultante cuando n-t-oo. ¿Cómo cambiaría el resultado si las : cuer¬ 
das subtendiesen una semicircunferencia? 1 

421. Una circunferencia cuyo radio es B está dividida por n pun¬ 
tos Af„ M~, . , ., M„ en partes iguales. Cada uno de los referidos 
puntos sirvo para trazar dosde él un arco do circunferencia (cuyo 
radio es de r) hasta que se corte con otros arcos trazados desde los 
puntos vecinos (véase la fig. 19). Hallar ol límite de la longitud de la 
línea cerrada resultante cuando n ccoce infinitamente. 

422. Dos círculos de radios R y r respectivamente (fl > r). to¬ 
can el eje OY en ol origen de coordenadas y están colocados a la dere- 
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cha del eje (véase la fig. 20). ¿De qué orden, respecto a x, son el seg¬ 
mento infinitesimal MM' y el ángulo infinitesimal a cuando z->-0? 


423. El segmento lineal OP une el centro de una circunferencia 
con el punto P, que se halla fuera de aquéllo. De ésto trazamos una 
tangente PT a la circunferencia. Del punto T bajamos una perpendi¬ 
cular, TN, sobre la recta OP. El puptó de intersección de la recta 
OP con la' circunferencia es A. Demostrar quo los segmentos AP 
y AN son infinitesimales^ equivalentes cuando P-+A. 

•424. En los puntos extremos y medio del arco AB de una circun¬ 
ferencia se han trazado las tangentes y los puntos A y B so han unido 
por una cuerda. Demostrar que la razón de las áreas de dos triángulos 
resultantes tiende a 4. disminuyendo infinitamente el arco AB. 


Problemas de edículo 

425. Partiendo de la equivalencia de las funciones Vl+x—i 

y -—a, cuando calcular aproximadamente: J) |/105; 

2) 1^912; 3) j/2SÜ; 4) ^1632; 5) T/S ffi; 6) VGffii- 

426. Mostrar que las funciones 1/'i 4- x — 1 y r/n son infinite¬ 

simales equivalentes cuando z-*-Ó. .Valerse de ello para calcular 
aproxi mada mente las raíces: 1) j/,1047; 2) j/8144; 3) ^1,1; 

4) y 1080. Hallar el valor de las referidas raíces en la tabla loga¬ 
rítmica. Comparar los resultados. , / i ■! 

427. Valiéndose de la. equivalencia do ln- (1 z). y x cuando 

z-*-0, calcular aproximadamente los logaritmos naturales (neperia- 
nos) de los siguientes números: 1,01; 1,02; 1,1.; 1,2. -Hallar los loga¬ 
ritmos décitaolos de los mismos números y 'cota pararlos con los datos 
presentados en la tabla. 


4-0176 



Capítulo III 


Derivada y diferencial. 
Cálculo diferencial. 


§ 1 Derivada. Velocidad 
de variación de la función 

Algunos problemas de física 

428. Dada la ecuación del movimiento rectilíneo del punto: 

s = 5t +6, 

hallar la velocidad media del movimiento: a) en los primeros fi se¬ 
gundos, b) en el intervalo de tiempo transcurrido entre el final del 
tercer segundo hasta el final del sexto segundo. 

429. El punto M va alejándose del punto inmóvil A de modo que 
la distancia AM aumenta siendo proporcional al cuadrado de tiem¬ 
po. Al transcurrir 2 min desde que comenzó el movimiento, la dis¬ 
tancia AM o ra igual a 12 m. Hallarla velocidad media del movimien¬ 
to: a) en los primeros 5 min; b) en el intervalo de tiempo desde 
1 = 4 rain hasta t — 7 min; c) en el intervalo de tiempo desde t = t, 
hasta i = tj. 

430. Dada la ecuación del movimiento rectilíneo: 


hallar la velocidad media del movimiento en el intervalo de tiempo 
desde 1 = 4 hasta 1 = 4 + Al, poniendo Al = 2; 1; 0,1; 0,03. 

431. Un cuerpo efectúa lá caída libre de acuerdo con la loys = 
= -4p, donde g («í 9,80 m/s = ) es la aceleración dé la gravedad. Ha¬ 
llar la velocidad media del movimiento en el intervalo de tiempo desde 
1 = 5 s hasta (1 + At)s, poniendo Al = ls; 0,ls; 0,05 s; 0,001s; 
hallar la velocidad del cuerpo en caída libre al final del quinto y del 
décimo segundos. Obtener la fórmula de la velocidad del cuerpo en 
caída libre para cualquier momento de tiempo 1. 

432. Consideremos una barra delgada de estructura heterogénea 
AB cuya longitud L = 20 cm. La masa de un segmento AM aumenta 
proporcionalmente al cuadrado de la distancia entre el Apunto M 
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y el punto A, siendo Ja masa del segmento AM = 2 cm igual a 8 g. 
Hallar: a) la densidad media lineal del segmento AM = 2 cm de Ja 
barra; b) de toda la .barra; c) la densidad de la barra en el punto M. 

433. La masa (en g) de una barra delgada do estructura heterogé¬ 
nea AB, que mide 30 cm. está distribuida de acuerdo con la ley m ■= 
= 3 l* + 5 /, donde l es la longitud de un segmento de Ja barra medi¬ 
da a partir del punto A. Hallar: 1) la densidad inedia Jineal de la 
barra; 2) la donsidad lineal: a) en el punto que dista l — 5 cm del pun¬ 
to .4-; b) en el mismo punto A; c) en el extremo de la barra; 

434. La fórmula Q — t + 0,00002 < ! + 0.0000003 g establece 
la cantidad de calor Q (en calorías) necesaria para que la tempe¬ 
ratura do 1 g de agua pose dé 0 a í'C. Calcular la capacidad ca¬ 
lorífica del agua para í =s 30°, £=-100°. 

435*. La velocidad angular do la rotación uniforme es definida 
como la razón dol ángulo de giro respecto al correspondiente interva¬ 
lo de tiempo. Dar la definición do la velo'cidad angular de lá rota¬ 
ción no uniforme. 

436. Si la desintegración radiactiva se efectuase uniformemente, 
deberíamos comprender bajo la velocidad de desintegración la canti¬ 
dad de sustancia desintegrada en la unidad de tiempo. Sin embargo, 
en realidad dicho proceso se verifica de modo no uniforme. Dar la 
definición de la velocidad de desintegración radiactiva. 

437. La intensidad de la corriente continua es definida como la 
cantidad de electricidad que pasa por la sección transversal del con¬ 
ductor en la unidad de tiempo. Dar la definición de la intensidad de 
la corriente alterna. 

438. Se llama coeficiente térmico de dilatación lineal de una 
barra al incremento de una unidad de su longitud al aumentar la 
temperatura en I o C, suponiendo la expansión térmica uniforme. 
Pero, en realidad, el proceso se efectúa do modo no uniforme. Sea 
l — í (<), donde l es la longitud de la barra, t, la temperatura. Dar 
la definición del coeficiente de dilatación Jineal. 

439. Se llama coeficiente de tracción del muelle al incremento 
de unidad de la longitud del muelle bajo la acción de una fuerza uni¬ 
taria ejercida sobre cada centímetro cuadrado de la sección trans¬ 
versal del mismo. La tracción se supone proporcional al esfuerzo 
ejercido (ley de Hooke). Dar la definición del coeficiente de trac¬ 
ción k para ol caso de desviación de la ley de Hooke. (Sean / la longi¬ 
tud del muelle, S, el área de la sección transversal, P , la fuerza de 
tracción, y l = <p (P).) 

Función derivada 

440. Hallar el incremento de la función y — j? en el punto 
xj| = 2, poniendo el incremento Ai de la variable independiente 
igual a: 1) 2; 2) 1; 3) 0,5; 4) 0,1. 


4 * 
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441. Hallar la razón ■— para las siguientes funciones: 


1) y = 2x‘ — para x—i; A* *=0,1; 

2) para x=*2; Ax = 0.01; 

3) y—Yx para x = 4; Ax = 0,4. 


Mostrar que cuando Ax-vO, el limite de la referida razón en el 
primer caso es igual a 4, en el segundo, — en el tercero, . 

442. Dada la función y = x 2 , hallar los valores aproximados de 
la derivada en el punto x = 3, poniendo sucesivamente Ai igual a: 
*) 0,5; b) 0,1; c) 0,01; d) 0,001. 

443. /(*)=**. Hallar /' (5); /'( -2); /'(--§-)• 

444. /(x) = x 2 . Hallar /' (1); /'(0); /'(-V 5); /' (-§■)• 


445. / (x) ■= x 1 . ¿En qué punto f (x) = /' (x)? 

446. Comprobar la sigu¡élite aserción: para la función / (x) = x 2 
és válida 1a relación /' (a + 6) = /' (a) -+- /' (ó). 

¿Es válida esta identidad para la función / (x) = a*? 

447. Hallar la derivada de la función y = sen x para x — 0. 

448. Hallar la derivada de la función y = lg x para x — 1. 

449. Hallar la derivada de la función y = 10* para x = 0. 

450. Es sabido que la función / (0) = 0 y que existe el limito de 

la expresión para x-~0. Demostrar que este límite es igual 


a /' (0). 

1 451. Demostrar el siguiepte teorema: si / (x) y q> (x) son iguales 

d cero, cuando x = 0 1/ (0) = 0, <p (0) = 01 y tienen las derivadas, 
.para x =■ 0, siendo <p' (0) =?& 0, se tiene 


sis- 


V (U) 


452.. Demostrar lo siguiente: si f{x) tiene la derivada cuando 
•x =*5a; ¡se 'tiene ■ .■ ’ 


l im =./(«)- a f (a). 


, 453. ^Demostrar que la.derivada de una función par es una función 
'itajKÚy rtjienlrás-que la derivada,de una función impar es,,'una"fun- 
cíón’paV. 
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Interpretación geométrica de la derivada 

454. Hallar el coeficiente angular de la tangente a la parábola 
y = x 2 : 1) en el origen de coordenadas: 2) en el punto (3; 9); 3) en 
el punto (—2; 4), 4) en los puntos de intersección de la tangente con 
la recta y *» 3x —2. 

455. ¿En que puntos es igual a 3 el coeficiente angular do la tan¬ 
gen to a la parábola cúbica ij — x?'i 

456. ¿En qué punto la tangente a la parábola y = x 3 1) es para¬ 
lela al eje Ox\ 2) forma un ángulo de 45° con el eje Oxl 

457. Una tangente a la parábola cúbica y = x 3 ¿puede formar 
un ángulo obtuso con el eje OxJ 

458. ¿Qué ángulos forman al cortarse la parábola y = x i y la 
recta 3* — y —2 = 0? 

459. ¿Que ángulos forman al cortarse los parábolas y — x 2 
e y 2 =* x? 

460. ¿Qué ángulo forman al cortarse la hipérbola y = 1/x y la 
parábola y = V x? 

461. Escribir la ecuación de la tangente y de la normal a la curva 
y = x a en el punto cuya abscisa es 2. Hallar la subtangonle y la 
subnormal. 

462. ¿Para qué valor de la variable independiente son paralelas 
las tangentes a las curvas y = a* c y x*? 

463. ¿Eu qué punto lo tangente a la parábola y = x* 1) es para¬ 
lela a la recta y — 4r — 5; 2) es perpendicular a la rocía 2x — 6g 4- 
+ 5 = 0; 3) forma un ángulo de 45° con la recta 3x — y + 1 = 0? 

464. Demostrar que la subtangonle correspondiente a cualquier 
punto de la parábola y = ax* es igual a la mitad de la abscisa dol 
punto de tangencia. Valiéndose de esta circunstancia, formular el 
método para tratar la tangente a la parábola en el punto dado. 

465. Demostrar que la normal a la parábola en cualquier punto 
que pertenezca a ésta desempeña la función de bisectriz del ángulo 
formado entre el radio focal del punto y la recto paralela al ojo de 
la parábola y que pasa por el punto dado. 


§ 2. Diferenciación de las 
funciones 

Funciones exponenciales 

En los ejercicios de este párrafo x, y, z, t, u, v, s son variables 
independientes, a, b, c, d, m, n, p, q son constantes. 

406. Derivar la función: 
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1) 3* 2 -5*+i; 2) **—i-* 2 + 2,5* 2 -0,3*+0,l; 

3) ax*+bx+c; 4) J/5 + J/2; 5) 2 

■) *> Í-+t+-S-+4í 

8) 17T + "7I-- ’ 9) í+t ’ 

10) 0,í»’T_^ + ^. ; 11) (*-0,5)*; 12) V*(* í -V r 5 + 1); 
13) (i»+l)*(o—1); 14) 0,5—3(a—*) 2 ; 

«) l6 > (^) 3 - 

467. /(*)-3*-21^i. Hallar: /(1); /'(i); /(4); /'(4); /(a 2 ); 

m. 

468. /W—2=|=2-. Hallar: /( — !>; /'(-i); /'(2); /'(-)• 

469. /(,)- *»-»+/?-« . Hallar: /'(i-). 

470. / (i) = 4 — 5* + 2X 3 — i 5 . Mostrar que 

f («) = /' (-»)• 

En los ejercicios 471—489 derivar las funciones que se indican. 

471. 1) ¡, = (**_3i + 3)(* 2 + 2x-l); 

.2) y = (* 3 -3*+2)(*‘ + * 2 -l); 

3) ¥-(/;+ D^-l) : 

4) »-(^-VS)(4^í + #) ! 

5) j/ = ({/'5 + 2*)(l + J/^+3*); 

6) {, = (**-1)** 2 -4) (£-9); 

7) ¡/ = (l+VÍ)(l+V r 2*)(l+V r 3*). 


472. 

x+1 

y° x- 1 • 

473. 

9 ?*?H ‘ 

474. 

3*3+1 

s i-i ■ 

475. 

u 3 —2» 

U_ P 3 +P+l - 

476. 

ax + b 

y~-z+í- 

477. 

-s^+c- 

478. 

«5 

„3_2 • 

479. 

1-x 3 

y = T=F^- ■ 
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480. y = 


2 

-— s— x s_i- --a 2 -—3 ' f . 

482 - 4831 z =^7+r- 

¡idi+r- 

488 ' 487 - 

488 - *-■=£&• 489 - *~ ( - - a H*-t) ( ,-cr •„ 

490. /(*) = (**+* + l)( í 3 —*+1); hallar /'(O) y /'(l). 

491. E(x) = (x-l)(x-2)(x-3); hallar /"(O); F' (1) y r (2) 

492. P(t )—-^.+ - 5 ^-; hallar f' (0) y E'(-l). 

493. S (f) = ~_+-^; hallar s'(0) y s'(2). 

494. y (*)« (!+**) (5—¿-) ; hallar «/'(1) y y'(a). 

495. p((p) = T -2_.; hallar p' (2) y p'(0). 

496. ! hallar *'(!). 

497. z(0 = (KF+l)f; hallar z'(0). 

Eu los ejercicios 498—513 derivar las funciones que so indican 
498.1) (x-a)(z-b) (x--c)(c-d); 2) (x J +l)<; 3) (l-x) 3 °; 
4) (1 + 2.r)*°; 5) (1 -x 5 )">; 6) (5x> + x 3 - 4)‘; 7) (x* -x)«; 
8, (W-i+6)*; 9) *-(<•—¿-+3)*; 

<“>»-(£{■)< “>Hííí) ! ‘ 

12) y = (2x 3 + 3x*-f-6x+l)‘. 

499. v = ii±^l. 500. 

"•'-tSS- 502 - = 7T& 

503. y = / : T^ 2 - 504. y=.(l-2x®) . 

KIIK .. / » \ m 2 . 


481. u = 


S 2 —P+l 


482. y = 
484. s = 
486. y = 


488 

^ am-f-ém® 1 


I 2 — 3í + 5 
* 2 +x—1 
* 2 +l • 


483. z = 


485. y. 
487. y = 
489. y * 


499. u = i£±^i. 

í-t-á 


501. y —- 


* i+ifE’ 
503. y = /rZÍ». 

507. !/= y—=• 


500. s = - 


502. y. 


504. y = 


o08Ny= Y JT^r- 


509. y = 


lA i — i 1 —1« 


S^- 7 fe- 
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511. 

513. 

514. 

515. 

516. 


a — 


512. u-- 
A 


V **+ o 2 ' 

- 1 ' 5 ‘ 

y V'(z*+ 2)5 ‘ 

3 

u (u) = (u 2 +u+2) 2 -, hallar u'( 1). 

a(*)=l/~^j-; >> allar y‘ < 2 )- 

!»(*)“/4rí ; hallar s ' (0) - 


i>—V “ 2 +" a ' 


Funciones trigonométricas 

En los ejercicios 517 —546 derivar las funciones que so indican. 


517. 

y = sen x -f- eos x. 




518. 

y 1—cosí ■ 

519. 

0“ 

Ü£ 

i 

520. 

p = qi sen cp + eos 9. 




521. 

_ sena , a 
z “ a '* sen a " 

522. 

s = 

sen < 

1+cosf • 

r,*>q 

X 

524. 

J !_~ 

x senx 

• >£t >. 

y scni+cosi 


if 

1 + ‘K* ' 

525. 

y = cos**. 

526. 

y= 


527. 

{/ «= cos X — -J eos* X. 

528. 

y — 

3 sen 2 1— sen 3 2. 

520. 

y=±lg 3 x-lgz+x. 

530. 

y- 

isec 1 * —tg ¡r. 

531. 

y sec 2 x cosec 2 x. 

532. 

y = 

sen 3*. 

533. 

y ~a eos -j. 

534. 

y= 

3 sen (3a: + 5). 

535. 


536. 

y 

/l+2tgi. 

537. 

y = sen «j-. 

538. 

9 « 

sen (sen x). 

539. 

y — eos 3 4x. 

540. 

i/ = 

/*!■ 

541. 

y — sen V 1+** 

542. 

y= 

Ctg 

543. 

y-(1-+sen 2 *) 1 . 

544. 

y = 

j/Ci+tg (*+• 

545. 

, \—Vx 

v-™ i+yr 

546. 

y= 

sen 2 (eos 3x). 
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547. Deducir las fórmulas: 

(sen "x eos nx)' = n sen"- 1 x eos (n + 1) x\ 

(son n x sen nx)' — re sen"- 1 ! sen (n + 1) x; 

(eos" xsen nx)' = n eos”- 1 x eos (n + 1) x;, 

(eos" x eos nx)' = —n eos"' 1 x sen (n +1) x. 

Punciones trigonométricas inversas 
En los ejercicios 548 —572 derivar las funciones que se indican. 


548. 

y = x areson x. 

549. 

aresenx 
y árceosx ’ 

550. 

y =¡ (arcseii x) 2 . 

551. 

y = x areson x + Y x — 1 2 . 

552. 

1 

^ areson x * 

553. 

y = x sen x arctgx. 

554. 

árceos x 

y “ x • 

555. 

y^Yx -arctgx. 

556. 

¡/ = (árceos x—aresen *)". 



557. 

y = aresee x. 

558. 

y = - r ^ r -nrct K x. 

559. 

arelen x 

560. 


v Vtt' 

y —1 

^ arctgx ' 

561. 

y = aresen (x—1). 

562. 

2r —1 

j, =arcc ,, s __. 

563. 

y = arclgx 2 . 

564. 

2 

y — areson — . 

565. 

y = aresen (sen x). 

566. 

y *= arctg 2 y. 

/"T^x 

567. 

y =- Y 1 — (árceos x) 2 . 

568. 

y ^areson |/ ) + i . 

569. 

y = y j' areson /x*+ 2x. 



570. 

sen a sen x 

y aresen 



571. 

b-Ya Coe x 

y «C® 03 ,+ fccosx • 

572. 

y — arctg(x —1 +**)• 


Punciones logarítmicas 



En los ejercicios 573 —597 derivar las funciones que se indican. 

573. y = x 2 iogjr. 574. y = ln a x. 

575. y = x Igx. 576. y = ]/Inx. 

577. y — r ~‘ . 578. y = xsenxln*. 

Iüg2 X 


4 
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579. 

1 

«=1¿T 

580. 

y = —. 

581. 

1—ln* 
y 1 + ln * • 

582. 

lnx 

y = 1T&- 

583. 

y = x" ln x. 

584. 

y = V 1 + ln 2 *. 

585. 

y = ln (l-2x). 

586. 

y = ln(x 2 ~4x). 

587. 

y=ln sen x. 

588. 

y=log 3 (i 2 — 1 ). 

589. 

y = ln tg x. 

590. 

y = ln árceos 2x. 

591. 

y = ln‘ sen x. 

592. 

y = arctg [ln(ax + 6)l- 

593. 

y = (1 + ln sen x) n . 

594. 

y = logj Ilogj (log 5 *)]. 

595. 

y = ln arctg V" 1 +**. 

5%. 

y = arcson 2 1 n (a* + ^)1 - 

597. 

y— i/ \n sen ■ 




Funciones exponenciales 

En los ejercicios 598—633 derivar las funciones que se indican. 


598. 

y = 2*. 

599. y = 10*. 600. 

i 

y -v- 

601. 

”í- 

II 

2» 

602. y^x-lO*. 

603. y 

604. 


605. y * , + 2 ‘. 

606. y i 

607 

«* 

608 ii =* 003 * 

609 ii 

WV 1 • 

son* 




610. y = x 3 — 3*. 

612. y«= (x 2 —2*+3)«*. 

614- *«=-i^. 

616. !/ = a:<!*(cosa + sona:). 
618. y = 10^ 3 . 

620. y=;sen (2 X ). 

622. y = «señar. 

624. y = 2 21 . 

626. y = sen(e* 5+3:i: - 2 ). 
628. y = e VlnMrH-<«+<). 

630. y = ae-' , V. 


— 2^. 
611. y = VT+F. 

e .„ 1 + e* 

613- = 

... e* 

6,a - 

617. y~c- x . 

619. y«¿*V«+r. 

621. y = 3 sen *. 

623 . y = «accsen 2r. 

625. • y =; ¿V>ñ*. 

627. y^tO 1 - 6 " 143 * 
629. y 


631. y' 


ln sen y' arctg e 3 *. 
x 2 e“ 


632. y = ¿e-^sen (oí + a). 633. y = aV. 
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Funciones hiperbólicas v 

En los ejercicios 634 —649 derivar las funciones que se indican. 


634. y = sh 3 x. 

636. ¡/ = arctg(thx). 
638. j/ = sh 2 x-j-ch 2 x. 
640. y = V chx. 

642. y = th (ln x). 

644. ¡/ = /( l+th 2 x) 3 . 


633. p = lnchx. 

637. j/=th (1 —x 2 ). >;• 

639. </ = cL(shx). 

641. y-^e <* 2 *. 

643. y-=--x s!i x—ch x. 

645. ¡f = 4 th 7-T th5 f- 


«■ »- 

648. j/ = l-ch2x+V r ísh2x. 649. y =sV*cosecha:. 

Derivación logarítmica 

En los ejercicios 650—666 derivar las funciones que se indican 
aplicando la regla de la derivación logarítmica. 

650. y = a**. 651. y = *»*. 

652. i/ - (sena* 05 *). 653. y = (ln x) x . 

654. ¡/ = (x + 1) 2/ *. 655. y = x*e*’ sen 2x. 

une fi*»7 „ = rln* 


656- V - (,-S)s ~ 

6581 ' 

«60. 

662. =-- x 5 '" *. 

664. p = 2x"l / *. 

666. !/= • 


657. y = x i' 


659. g=|/ xscnxV' 1 —e*. 

661. y=x x . 

663. j,= ( T ^ 7 ) x . 

665. ¡/^fxí+l) 50 "*. 


Funciones diversos 


En los ejercicios 667—770 derivar las funciones que se indican. 
667. i, = (l + /x) 5 . 668. j» = atg(|-+6). 

669. y = ]/^l+y'2px- 670. y ^ arctg (x 2 — 3x + 2). 
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671. 


lg(z—eos x). 

672. 

673. 

4"= 

5i B f+tg$-. 

674. 

675. 


san y sen 2a:. 

676. 

677. 


-8 

678. 

679. 


^+7T)'‘ 

680. 

681. 

y = 

a 1 ** 3 (r*_;r+i). 

682. 

683. 

!/ = 

yi i— 

684. 

685. 

¡1- 

sen 2 y ctg Y . 

686. 

687. 


ln (z-t-j/a a 4 -z*). 

688. 

689. 

y- 

1/1 + t^x + tg‘x 

690. 

691. 

y= 

■|- arclg x + y arclg- 

X 

i^T- 

692. 

y — 

> aresen (n senz). 


693. 

y — 

arasen Y sen x. 

694. 

695. 

V” 

x—Y • —z 2 aresen x. 

696. 

697. 

y “ 

Y X+Y x+Yx. 

698. 

699. 

y = 

sen ( x )■ 

700. 

701. 

y= 

arct « / i+x • 

702. 

703. 

y= 

zaresen (ln z). 

704. 

705. 

y= 

cosz^l +sen 3 z. 


706. 

y= 

0.4 ( eos ■~ I ~~ 1 -sen 

0.8z) 2 

707. 

y= 

z-lOV». 

708. 

709. 

v= 

ln arclg 

710. 

711. 

y- 

:f l+zVz + 3. 

712. 

713. 

y = 

1 

714. 


Y l+sen 2 x 
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ln sen x 
la eos * ' 

aresen 4r 
1 — 4r 
i- i-** 


715. y = 
717. ¿f = 
719. y = 


721. y = sen 2 x ■ sen x». 


723. y = 

725. j,= 

726. y~ 

727. v _ 

729. !/ = 

730. j/ = 

731. jf- 

732. y = 

733. (/ — 
735. y — 

737. = 

738. y = 

739. = 

740. y* 

741. y — 


' l-i 
1+i 2 ' 


716. j/= aresen x-)-y i —a®. 

718. = 

720. y ==40*««*. 

722. 2C03J 

y eos 2x 

724. In iif. —i-arctgi. 


‘ V( fl x)(x—b)—(a—b )arctg 

- , ,e ? 3T —. 728. «-«VíS. 

2 sen* icosx * 

= | /, a ! — x 2 —a árceos -í-, 

= yí!+T-in (4-+/ i+5). 

sen 2 x . eos 2 z 
' i + ctgx ^ t + lgx • 

.M,+V?=T)- 7 * t . 

= e"(asenx—cosa:).. 734. y — xe'- CMX . 

° a ' rcig «- 2 * • 736 - V = e*(sén3*—3cos3x). 

= 3x 5 «resen x -f- (X* -j- 2) V 1 — x 2 . 

V 1+ «-V^ ' 

= 2 aresen *~_ 2 — V r 2 + 4x — x 2 . 

y 6 

- ln (e r cosx + e' x sen x). 

_ l+ x arctgx „ 1 


742. ¡( = 


yi-f-*a ■ ■ ^ cos(x—cosí) ■ 

= e* son x eos 3 x. 744. '|/94-6^x*. 

-x-ln{2e*+t + ye 2 ‘ + 4e*+l). 


743. y~e* son x eos 3 x. 

745. j, = x-ln{2« x + l + l 

746. y — e arc| sV l+ln < 2 *+' l >. 


747. y = _í¿_. 
. ' ■ <*+«-* 


748. = ln tg-í-— ctgxln<1-|-senx) —x. 
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749. 

750. 

751. 

752. 
754. 

756. 

757. 

758. 

760. 

761. 

762. 

763. 

764. 

765. 

766. 

768. 

769. 

770. 


i/ = 21n(2z — 3/1— 4z*)-6 arcseii 2z. 
y= 3 t¿ ~'' + ln Kl +z* + arclgx. 


y = i (3 — z)Y \ —2z— i 2 4-2arcscn 
j/ = ln(^seiix)^l—z 2 ). 753. y = xVi +z*senz. 

»- 7S5 - •- 


\ x*-arctcx+ \ lnx+1 




scu * . 3 sen x , o » * 

y “ 4c5F7 +TZ&7 + T 1,1 * 

759 . (l -I») t**-'cos * . 

" ln»3- “ (árceosx)> 

j, = z + ay + ~- V* + * + 2j- 1» (x + Vx' + a*)- 

y = x (a rosen z) 2 —2z 2 Vi— z 2 arcsen z. 

^«-lncosiirctg—^—. 

' arctg ( e ”“ /'£■ ) • 


l + ig-j 


y= 


VTb 

1 i.. 1+1 

y — - t 1 ' 1 


7 ^tt 1,, 73 arct,?i 7 r- 


■ ln 


V i+x-yTT: 

V M-í+Ví 


y = (tg2z) 


clg T 


= + 2arc, s /Sí 


767. y = 


V^ + 4 




l2»-l 

y = arccos^q T; 

1 

y ~ 1+8*3 


ln i-- £xS +-ir arct ® -7T' 


^x—^ 


771 
^' + 1 


. Demostrar que la función y — ln 
= ,a * i 


satisface la relación 
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772. Demostrar que la función 

y = -y - +4 2 Yx* +1 4 - ln |/x +Y 3 ?+1 
satisface la relación 2y = xy'+ ln y'. 

773. Demostrar que la función y = -^-==- satisface la rela¬ 
ción ,(1 — x 2 ) y' xy ~ 1 . 

774*. Calcular las simias 

a) 1 + 2x + 3x‘ + .. + no"' 1 ; 

b) 2 + 2 -3a +„3 -ir 1 + . . . + n (n - l)x"-». 


Funciones inversas 

775. Supongamos que la regla pora derivar la función potencial 
fue establecida sólo para un exponente entero positivo. Deducir la 
fórmula para derivar la raíz, aplicando la regla para derivar la fun¬ 
ción inversa. 

776. z=e»rcsMii/ ; hallar la expresión para mediante y, median¬ 

te x. 

777. t*»2 —3s-f-s*; expresar mediante s. 

778. n = y ln j*” ; comprobar la rotación •^•■^=1. 

779. Teniendo en cuenta que las funciones a resen Yx y sen 5 x son 
recíprocamente inversas y que (sen 5 x)' ■=» sen2a, hallar (aresen Y*Y- 

780. Designemos la función, inversa a la función potencial expo¬ 
nencial y = a*, por el símbolo a (a), es decir, supongamos que de 
y = a* se deduce x = a (y). Hallar la fórmula para la derivada de 
la función y = a (i). 

781. Las funciones que son inversas a las funciones hipebólicas 
son designadas por los símbolos Arsh x, Arch x, Arth x. Hallarlas 
derivadas de estas funciones. 

782. s~te-‘: hallar ±. 

di 

783. y = -p—• Expresar ^ mediante x, mediante y. Mostrar 

que es válida la relación ~ • — * 1. 

dz dy 

784. x —y 3 — 4y+ 1. Hallar ^. 

785. t — aresen 2 a . Hallar la expresión para ~ mediantes, me¬ 
diante t. 



Cap. III. Derivada y Diferencial 


«4 


786. Comprobar lo validez de la relación — 1, si x e y 

se relacionan por medio de la dependencia: 

1) y — x 1 + ax + b; 2) y = x' n ; 

3) y = ln (x 5 — 1). 

Funciones dadas en )orma implícita 

787. Aplicando la derivación mostrar que las derivadas de los 
dos miembros de la igualdad sen a x — 1 —eos 2 x Son idénticamente 
¡guales ontre sí. 

788. Aplicando la derivación mostrar que las derivadas de los 
dos miembros de la igualdad 

2sen a x — 1 . cosx(2scax + 1) _. 
eosx " 1 ~ l + senx 8 

son idénticamente iguales entre sí. 

789. ¿A qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la 

elipse = 1 en el punto (1, /2)? 

790. ¿A qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la 
hipérbola xy = a (o = 0) en el punto (a, 1)? 

791. ¿A qué es igual el coeficiente angular de la tangente a la 
circunferencia (x — l) s •+■ (y + 3)' 2 = 17 en el punto (2, 1)? 

En los ejercicios 792—812 hallar las derivadas de las funciones 
<1 dadas en forma implícita. 

3 2 111 
782. •£+£-1- 793. jí+jr*-a5. 

794. x* + if — 3 axy = 0. 795. y- cosí = o 2 sen 3x. 

796. y 3 — 3y + 2ax = 0. 797. y* — 2 xy + 6* = 0. 

798. z‘+i/ , = • 799. x 3 + ax a y *4- bxy* + y 3 = 0. 

800. sen (xp) + eos (xy) = tg (x + y). 801. 2* + 2 J - 2 ' . 

802. 2y ln y - x. 803. x — y = a resen x — aresen y. 

804. x» = y*■ 805. y = eos (x + y). 

2 2 2 

806. eos (xy)=*x. 807. 

808. y =■ 1 + xe v . 

809. x sen y —eos y + eos 2y 0. 

810. tg|=|/í^tgf. 

811. y sen x — eos (x — y) = 0. 

812. y = x + arctg y. \ 

813. Mostrar que la función y dofinida 
ay—ln y t=.l, satisface también la relación 


por la ecuación 


y*+(xy-l)%=0. 
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Aplicaciones de la .derivada 

814. En la parábola y — z* se han marcado dos puntos cuyas 

abscisas son z, = 1, z, = 3. Por estos puntos pasa la secante. ¿En 
qué punto de la parábola la tangente a ésta es paralela a la secante 
trazada? ' ■-,.** « ? f =i 

815. Una cuerda está trazada de manera que pasa por el foco de 
la parábola y es perpendicular al eje de ésta. Por los puntos do inter¬ 
sección de la cuerda y la parábola pasan tangentes. Demostrar que 
éstas-se cortan en ángulo recto. 

816. Escribir la ecuación de la tangente y de la normal a la hi¬ 
pérbola y = 1 h en el punto cuya abscisa es x = —1/2. Hallar la 
subtángente y la subnormal. 

817. Mostrar que el segmento de la tangente a la hipérbola y = 
= -j comprendido entre los ejes de coordenadas está dividido en dos 
partes iguales por el punto de contacto. 

818- Mostrar que respecto a la hipérbola xy *= a el área del tri¬ 
ángulo formado por cualquier tangente y los ejes de coordenadas es 
igual al cuadrado del semieje de la hipérbola, 

819. Un punto móvil se desplaza sobre una recta de modo que 
su distancia s del punto inicial al cabo de t s es igual a s = ■— t‘ — 
-41* + 13t*. 

a) ¿En qué momentos se encontró en el punto inicial el punto 
referido? b) ¿En qué momentos fue igual a cero su velocidad? 

820. Un cuerpo cuya masa es de 3 kg efectúa movimiento rectilí¬ 
neo de acuedro con la ley 

s = 1 +t + í>, 

s viene expresada en centímetros, í, en segundos. Determinar la 
energía cinética (—j-) del cuerpo al cabo de 5 s al iniciar el movi¬ 
miento." 

821. El ángulo a de giro de una polea en función del tiempo l 
viene expresado por la función a = í* + 3< — 5. Hallar la veloci¬ 
dad angular para í — 5 s. 

822. Una rueda gira de modo que el ángulo de giro es proporcio¬ 

nal ol cuadrado de tiempo. La primera vuelta ha sido realizada en 8s. 
Hallar la velocidad angular a> al cabo dé 32 s ál comenzar el movi¬ 
miento. .. 

823. El ángulo 9, que se forma al dar, una vuelta una rueda, al 
cabo de t segundos, es igual a 9 = at* — bt + c, donde a, b, c son 
constantes positivas. Hallar la Velocidad angular a de la rotación 
de la rueda. ¿En qué 1 inomento es igual-a cero lá velocidad angu¬ 
lar? 


S—0176 
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824. La cantidad de electricidad que pasa por un conductor a par¬ 
tir del momento de tiempo t = 0, se calcula con la fórmula siguiente 

Q = 2í J + 3í -1- 1 (culombios). 

Hallar la intensidad de corriente al final del quinto segundo. 

825. En la línea y — x i (x — 2f- bailar los puntos en los cuales 
las tangentes sean paralelas al eje de abscisas. 

826. Mostrar que la línea y = x 5 + 5x — 12 en todos sus puntos 
está inclinada hacia el eje Ox, formándose entre ellos un ángulo agudo 

827. ¿En qué puntos de la línea j = i’ + r — 2 la tangente 
a ella es paralela a la recta y = 4x — 1? 

828. Formar las ecuaciones de las tangentes a la línea y = x — — 
en los puntos de su intersección con el eje de abscisas. 

829. Formar la ecuación de la tangente a la línea y = x 3 + 3x ! — 
— 5, perpendicular a la recta 2x — 6y + 1 = 0. 

En los ejercicios 830 —833 formar las ecuaciones de la tangente: 
y de la normal a las líneas que se indican. 

830. y = sen x en el punto M (x a , y 0 ). 

831. y = ln x en el punto M (x„, y 0 ). 

832. y = en el punto cuya abscisa es x=»2 a. 

833. ( ci30¡t * e ) en e l punto M (x 0 , y a ). 

834. Mostrar que la subtangente a una parábola de re-ésimo orden. 
y = x" es igual a -i- porte de la abscisa del punto de contacto. 

Indicar el modo de construir la tangente a la línea y = x". 

835. Hallar las subtangentes y las subnormales a la línea y = x 3 , 
« 3 = x 3 , xy 1 = 1. Indicar el modo do construir las tangentes a las 
líneas indicadas. 

836. Formar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la 
parábola x a = 4 ay en su punto (x 0 , y 0 ). Mostrar que la tangente en 
el punto cuya abscisa es x„ 2am tiene la siguiente ecuación x 

=-£- + am. 

TTX , 

837. La cuerda de la parábola y = x* -r- 2x + 5 une los puntos 

cuyas abscisas son x¡ = 1, x. = 3. Formar la.ecuación de la tangente 
a la parábola paralela a la cuerda. . ‘ i.^ ; ...... 

838. Formar la ecuación de la normal a la línea y ---—— 

en el punto cuya abscisa es x=3. r¡ 

839,, Formar la ecuación de la normal a la línea y = —V x + 2 
en el punto de su intersección con la bisectriz del primer ángulo 
coordenado. 



2 } Diferenciación délas (unciones 
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840. Formar la ecuación de la normal a la parábola y «= ar — 
—62 + 6 perpendicular a la recta que une el origen de coordenadas 
con el vértice de la parábola. 

841. Mostrar que las normales a la línea y <= 2 * — 2 -fl, traza¬ 
das en los puntos cuyas abscisas son x¡ = O, 1 . = —1, =» 5/2 se 
cortan en- un solo punto. 

842. En los puntos de intersección de la recta 2 — y + 1 = O 
y la parábola y = 2 a — 42 + 5 están trazadas las normales a la 
parábola. 

Hallar el área del triángulo engendrado por las normales y la 
cuerda que subtiende los referidos puntos de intersección. 

843. Mostrar que las tangentes a la hipérbola y «■= en los 

puntos de su intersección con los ejes de coordenadas son paralelas 
entre sí. > . 

844. Trazar la tangente a la hipérbola y = de modo que 
atraviese el origen de coordenadas. 

845. En la línea y = y—j- hallar el punto en el cual la tangente 

sea paralela al eje de abscisas. 

846. Hallar la ecuación' de la tangente a la línea 

(* + y) - a* (x — y) 

en el origen de coordenadas. 

847. Demostrar que las tangentes a la línea y = trazadas 

en los puntos en los cuales y = 1 , se cortan en el origen de coordena¬ 
das. 

848. Trazar la normal a la línea y = 2 ln 2 que sea paralela a la 1 

recta 2x — 2y + 3 =* 0. . , . ) 

849. Hallar la distancia que media entre el origen de coordenadas 
y la normal a la línea y = e 2 * •+• 2 a , trazada en el punto 2 =* 0 , 

850. Construir la gráfica de la función y =sen (2x —ji/ 3) y hallar 
el punto de intersección de las tangentes a la gráfica, trazadas en 
los puntos cuyas abscisas son 2 , = 0 y 2 , ■= 5n/12. 

851. Mostrar que la subtangente a la línea y = ae‘ x (donde- 
a y b son constantes) tiene longitud constante en todos los puntos . 1 

852. Mostrar que la subnormal a la línea y = 2 ln (C 2 ) (donde c es 

cualquier constante) en cualquier punto de la línea referida es la cuar-. 
ta proporcional a la abscisa, a la ordenada y a la suma de la abscisa 
y de la ordenada del punto referido. i 

853. Mostrar que cualquier tangente a la línea 1 ‘‘ 

. - - y ^ 


5* 
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so corta"jcOn el eje de ordenadas en un punto equidistante entre el 
punto'de-contacto y el origen de, coordenadas. 

~2 »t2 

854. Mostrar que la tangente a la elipse —en el 
¡punto Af (z 0 , y¿) tiene la siguiente ecuación ^r + ^r = l. 

■' V 855. Mostrar que la tangente a la hipérbola |r-|r = l e n el 

¡punto Mj(za. i/o) tiene la siguiente ecuación ^ = 1. 

856. Demostrar que la normal a la elipse en cualquier punto que 
le pertenezcajdivide en dos el ángulo entre los radios focales de este 



Fig. 21 


punto (véase la fig. 21). Deducir el procedimiento para construir la 
tangente y la normal a la elipse. 

857. Formar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola-r- 


— ly- = 1 que sean perpendiculares a la recta 2z + Ay — 3 = 0. 

858. Una recta pasa por el origen de coordenadas y es paralela 
a la tangente trazada a una curva en un punto cualquiera Áf de la 
misma. Hallar el lugar geométrico P de los puntos de intersección 
de la recta referida con una recta que sea paralela al eje de ordenadas 
y que pase por el punto M. 

Hallar tales lugares geométricos para a) la parábola p 8 = 2 px, 
b) la logarítmica y = loga x,' c) la circunferencia x s + y 2 — o s ,, 
d) la tractriz 


= Ya? — x 1 — a ln — 


+ Va*—x¡- 


y 


X 



§ 2. Diferenciación de las junciones 
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En! los ejercicios 859 —864 hallar los ángulos que^se forman al 
cortarse las líneas que se indican. 

859. 1) „,§g . r*4*S±S. 

'■'i' 2) y=(x— 2)* e y = 4x—x*+4- 

860. 1) x* + y* = 8 e y 1 = 2x. 

2) x*+y* — 4x = l y x* + y*+2y = 9. 

861. x*-y* = 5 y ^ + 

862. x* + y 2 = 8ax e y 2 = ¿ a ^_ x • 

8 a> 


863. x^dyey-p^p 

y = c 
ción d 

( T ) n +(£) n =2 


864. y = sen x e y = eos x (0 < x ¡Si si). • , 

865. Formar la ecuación de la tangente y de la normal a la línea 


en el punto cuya abscisa es a. 

866 . Demostrar que la suma de los segmentos formados en los 

.. t I : i .... . 
ejes de coordenadas por la tangente a la curva x l -Ky^ = c? es, igual 
a a para tpcí'ps sus puntps. , , ^ . 

867. Mostrar que el segmento de la tangente a la astroide x^-f. 

2 ‘t 

-f.y3 = ¿7 f limitado por los ejes de coordenadas tiene longitud 
constante fe igual a a. 

868 ; Dein'ostrár que el segmento de la tangente a. la tractriz 


y=yln 


fl -f 1/a z —3 a 
a — V® 2 —** 


-V* 


\ 

-X 2 


limitado por los ejes de ordenadas y el punto de contacto, tiene 
longitud constante. 

869. Mostrar que para cualquier punto M (x 0 , y 0 ) de la hipérbola 
equilátera X a —.y* = a 2 el segmento de la normal desde el punto M 
hasta el' punto de intersección con el eje de abscisas es igual al radio 
polar del punto M. 

870. Mostrar que el segmento cortado en el eje de abscisas por la 

tangente en un punto cualquiera de la curva + = 1 , es propor¬ 

cional al cubo de la abscisa, del punto de contacto; 

871. Demostrar que la ordenada de cualquier punto_de la línea 
2 x 8 y 2 — x* = c (donde c es una constante) es una media proporciona^ 
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;entre la abscisa y la diferencia entre la abscisa y la subnormal, traza¬ 
da a la línea en el mismo punto. 

872. Dadas las elipses ^ + = 1 cuyo eje 2o es común, mien¬ 

tras que los ejes 2b son diferentes (véase la fig. 22), demostrar que las 


Fig. 22 



tangentes trazadas en los puntos cuyas abscisas son las mismas, se 
cortan en un mismo punto que pertenece al eje de abscisas. Valiéndo¬ 
se de ello, señalar un procedimiento sencillo para construir la 

tangente a la elipse. 

y 873. Mostrar que la línea y = e* x 

. j , sen mx toca cada una de las lineas 

\ j/ y — e* 1 , y = — e** en todos los pun- 

\ jfL tos que son comunes para ellas. 

\ /y 874. Para construir la tangente a 

\. tyrf la catenaria y = a ch se procede 

a de la manera siguiente: en la ordena- 

pV. da MN del punto M, que sirve de 


Derivación gráfica 

875. Al pasar la corriente eléctrica por el devanado del electro¬ 
imán de un motor ha sido medida la temperatura, lo cual ha dado 
•los siguientes resultados: 


S 3- Diferencial..Difo.-cnciabilidad de la función_71 


Tiempo t (en min) . . .. 

0 

5 



20 ' 

25 ‘ 

Temperatura 0 °C . v ¿*. v . 

20 

26 

-.n 


4C 

49 

Tiempo í (en min) .. .... . 

30 

.35 

40 

45 

50 

55 

Temperaturt 0 °C .... . . 

52,5 

54,5 

56,5 

58 

59,5 

61 


Construir una gráfica aproximada de la dependencia tontinua 
‘de la temperatura en función del tiempo. Después de haber efectuado 
la derivación gráfica, construir la gráfica que muestre a qué veloci¬ 
dad varía la temperatura en función del tiempo. 



876. La fig. 24 presenta la curva de la subida que efectúa la vál¬ 
vula de admisión del cilindro de una máquina de vapor (de baja 
presión). Construir la curva de velocidad aplicando la derivación 
gráfica. 


§ 3. Diferencial. 

Diferenciabilidad de la función 

Diferencial 

877. Hallar el incremento de la función y = x 5 correspondiente 
al incremento Ax de la variable independiente. Calcular Ay, si x =» 1 
y Ax = 0,1; 0,01; ¿Cuál será el error (absoluto y relativo) del valor 
de Ay, si se limita al término que contiene sólo el primer grado de Ax? 

878. Hallar el incremento Av del volumen v de una esfera al 
aumentar el radio R = 2 en AR. Calcular Av, si AR = 0,5; 0,1; 0,01. 
¿Cuál será el error en el valor de Av, si se limita al t érmino que contie¬ 
ne sólo el primer grado de AR? 

879. Dada la función y = x 3 + 2x, hallar el valor del incremen¬ 
to y de su parte lineal principal que corresponden a la variación de 
x desde x = 2 hasta x = 2 , 1 . 
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j 880. ¿Qué incremento recite la función y = 3¿ 4 — x al pasar el 
, valor de la variable independiente de i, = .1 a x = 1,02? ¿Cuál, es él 
valor de la parte lineal principal correspondiente? Hallar la razón 
| entre, los valores, segundo y primero. 

881. Dados la función y = f (z) y el incremento Ai = 0,2 én 
: un punto x, hállar la derivada en el punto x, tomando en considera¬ 
ción que la parte principal correspondiente del incremento de la fun- 

! ción resultó, iguál a 0,8. L_... _ ___ . I 

882. Sea dada la función / (i) = i*. Es sabido que en tin punto 
al incremento de la variable independiente Ai. = '0,2 lo corresponde 
la párte principal del ' incremento de' íá función df (i) = — 0,8. 
Hallar el valor inicial de la variable independiente. 

883. Hallar el incremento y la diferencial de lá función y = i* — 
—i para i = 10y Ai = 0,1. Calcular los errores absoluto y relativo 
que se obtienen al sustituir el incremento por la diferencial. Trazar 
la gráfica. 

884. Hallar el incremento y la diferencial de la fundión y = Vx 
para z = 4 y Ai = 0,41. Calcular los errores absoluto y relativo. 
Trazar la gráfica. 

885. y = x 3 — i. Para i = 2 calcular Ay y dy, dando a Az los 
valores Az = 1; Ai = 0,1; Az = 0,01. Hallar los valores correspon¬ 
dientes del error relativo 



886. Para la función y — 2*, cuandó z = 2 y Ai = 0,4, hallár 

Í ráficamente (trazando la gráfica en papel milimetrado a gran esca- 
a) el incremento y la diferencial y calcular los errores absoluto 
y relativo al sustituir el incremento por lá .diferencial. 

887. El lado de un cuadrado mide' 8 cm. ¿En cuánto aumentará 
su área si cada.lado se prolonga en: a) 1 cm; b) 0,5 cm; c) 0,1 cm? 
Hallar la parte lineal principal'deTIncremento del'área del cuadrado 
y valorar el error relativo (en tanto por ciento) al sustituir el incre¬ 
mento por su parte principal. „ 

888. Es sabido que al aumentar cada 1 lado de un cuadrado en 
0,3 cm la parte lineal principal del incremento del área constituye. 
2,4 cm 2 . Hallar la parte lineal principal del incremento del área'qu.e 
corresponde al incremento de cada lado en: a) 0,6 cm; b) 0,75' cm; 
c) 1,2 cm. 

889. Hallar la diferencial de la función: 


1) 0,25 Vx; 2)-g-; 




3 >W* '*>M 5 >^, 

8 )£: , 9 )-^; . 10 ) 



§ 3. Diferencial. DiterenciabUidaá de la función 


lá) (**+4*+tf(a*-yS); 12) 13) ^ ; 

- 1 
14) (l + s-z 2 ) 3 ; 15) tg 2 z; 16) 17)2“ C08 *; 

18) Intg ( 3 -—-f) ; 19) ; 20) y'arcsen x + '^arctg'x) 2 ; 

21) 3 arcsen x — 4nrctg x + -i-arccos x — y arctg x;' 

i 

22) 3 ' 11 + 3x 3 — 4 )/x. 

890. Calcular el valor de la diferencial de la función: 
1 ) y — al-variar-la variable independiente desde x = -~- 

hasta x = -|^2 ; 2) y = eos’ <p al'variar <p desde 60° hasta 60°30'- r 
3) y = sen 2<p al variar ip desde -2- hasta ; 4) p *= sen 3<p al 
variar (p desde hasta ; 5) p = scnj- al variar 0 desdo -5- 


891. Hallar el valor aproximado del incremento de la Ifunción. 
y = senx al variar x desde 30° hasta 30°1\ ¿A qué es igual aen 30°1'? 

892. Hallar el valor aproximado del incremento de i la .función 

y -= tgx al variar x desde 45° hasta 45°10'. • , , 

893. Hallar el valor aproximado del incremento de, la función- 

y = T-co^] al variar 31 desde J -f hasta •f+ióó- 

894. p = k Veos 2<p, hallar dp. 


895. y «= 3 1 ■+• 2^* +f¡V*. Calcular dy para x<=\ y dx = 0,2. 

896. Calcular aproximadamente sen 60°3', sen 60°18'. Comparar 
los resultados obtenidos con los datos tabulares. , 

897. Comprobar que la función y = satisface la rela¬ 

ción 2z z dy*=(x z y z +i)dx. 

898. Comprobar que la función y definida por la ecuación arctg = 

= ln Yx 1 + y 2 , satisface la relación x (dy — dx) = y (dy 4- dx). 

899. / (x) = «o.WV*). Calcular aproximadamente / (1,05). 

900. Calcular arctg 1,02; arctg 0,97.¡ 

901. Calcular aproximadamente , 

9Ó2. Calcular aproximadamente arcsen 0,4983-, 

903. Si la longitud depiló hilo pesado (cable, cadena) (véase la- 
fig. 25) es igual a 2s, el medio tramo es 1, y la flecha és igual a f. 
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se tiene la igualdad aproximada 

*=*(!+¥-£)• 

a) Calcular qué cambio sufre la longitud del hilo al variar su 
flecha en la magnitud df. 

b) Tomando en consideración la variación ds que sufre la longi¬ 
tud del hilo (por ejemplo, al alterarse la temperatura o la carga), 
■decir qué cambio se opera en la flecha debido a ello. 



Fig. 25 


904. Cuando se calcula un ángulo por su tangente y por su seno 
-con ayuda de tablas logarítmicas, se cometen errores. Hacer un 
paralelo entre é3tos, es decir, comparar la exactitud de los resultados 
obtenidos para el ángulo x con las fórmulas lg sen x «* y y lg tg z *= z 
-si y y z son dadas con errores iguales. 

905. Al efectuar cálculos técnicos se recurre, muy a menudo, a la 
reducción de n y Vg (g es la aceleración de la gravedad) en el caso 
•en que uno de estos números está en el numerador y el otro, en el 
denominador. ¿Cuál es el error relativo que se comete? 

906. Expresar la diferencial de la función compuesta por medio 
•de la variable independiente y su diferencial: 

1 ) y = y/~x 1 -\-Sx\ z = f J +2< + l; 2) s = cos 2 c, ; 

3) z = arctgy, 4) v — 3~ x , z«=lntgs; 

5) » = «*, z = -|-lnf, í = 2«*—3it+l; 

6) p = lntg-£, u = arcsen y, y = cos2s. 

Diferenciabílidad' de las funciones 

907. La función y = | x | es continua para cualquier X. Com- 
iprobar que no es derivable cuando x = 0. 

908. Efectuando un análisis, decir si la función y = | X a | para 

-Z = 0 es continua y derivable. . . ¡V 

909. La función f (x) está definida de la manera siguiente: 
,/ ( 1 ) = 1 + z.para x < 0; / (z) = z para 0 < z< 1; / (z) — 2 — z 



§ 4. La derivada romo velocidad da variación 


75 


para 1 ^ x 2 y / (x) = 3z — x i para x > 2. Averiguar si la 
función./ (z) es continua y aclarar la existencia y la continuidad 
de /'-(*), 

910. La función y = | sen ,z | es continua para cualquier x. 
Mostrar que no es derivable cuando z = 0. ¿Existen otros valores de 
la Variable independiente para los cuales la función no sea derivable? 

911. Averiguar si la función y = e-M es continua y derivable 
para Z ■** 0. 

912. /(z) = z J sen-j para z^=0, /(0)=.0, ¿Es derivable la fun¬ 
ción f (x) cuando i=0? 

913. / (z) = para x=^=0, /(0)=0. ¿Es derivable y 

continua la función f(x) cuando x = 0? 

914. Dada la función / (z) =* 1~+ l^(x — l) a , mostrar que la 
parte lineal principal del incremento de la función no es susceptible 
de ser despejada cuando z = 1 y, por lo tanto, la función / (z) no 
tiene derivada para z = 1. Dar la intepretación geométrica del re¬ 
sultado. 

915. / (z) = x arctg -i- para x 0, / (0) = 0. ¿Es continua la 

función / (z) cuando z= 
métrica del resultado. 


916. /(z)=-^-p 
l+«‘ 

función /(x) cuando z 


¡0? ¿Es variable? Dar la interpretación geo- 
para z^»0 y /(0) = 0. ¿Es continua la 
= 0? ¿Es derivable? 


§ 4. La derivada como velocidad 
de variación (otros ejemplos) 

Velocidad relativa 

917. Un punto se mueve sobre la espiral de Arquímedes p = a<p. 
Hallar la velocidad de la variación del radio polar p respecto al 
ángulo polar ’tp. 

918. Un punto se mueve sobre la espiral logarítmica p = c a< * > - 
Hallar la velocidad de la variación del radio polar si se sabe que 
gira con velocidad angular ce. 

’ 919. Un' punto se mueve sobre la cicunférencia p = 2r coscp. 

Hallar la velocidad de la variación de la abscisa y la ordenada del 
punto si el radio polar gira con velocidad angular a>. En este caso 
el eje polar desempeña la función del de las abscisas, y el polo ha de 
ser considerado como el origen del sistema de coordenadas cartesianas. 
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920. Un círculo de radio R rueda, sin deslizarse, sobre una recta. 
El centro del círculo se mueve con velocidad constante v. Hallar la 
velocidad de la variación de la abscisa x y la ordenada y para un 
punto que pertenece al límite del círculo. 

921. La presión barométrica p sufre alteraciones al variar la 

altura h de acuerdo con lá función ln-£- = cft, donde es la presión 
normal y c es una constante. A la altura de 5540 m la presión alcanza 
la mitad de la normal. Hallar la velocidad de la variación de la 
presión barométrica en ‘función de la altura. 

922. Entre y y x existe la relación y* = 12x. El argumento x 

crece uniformemente a una velocidad de 2 unidades por segundo. 
¿A qué velocidad aumenta y cuando x = 3? * 

923. La ordenada del punto que describe la circunferencia, 

x í y 1 = 25 decrece con una velocidad de 1,5 cm/s. ¿A qué veloci¬ 
dad varía la abscisa del punto cuando la ordenada llega a ser igual 
a 4 cm? r • 

924. '¿En qué punto de la elipse 16z J + 9 y ¡ = 400 la ordenada 
decrece con la misma velocidad con que crece la abscisa? 

925. El lado de un cuadrado aumenta con velocidad v. ¿Cuál 
es la velocidad de la variación del perímetro y del área del mismo en 
el momento en que su lado llega a ser igual a a? 

926. El radio de un círculo cambia con velocidad v. ¿Cuál es la 
velocidad de la variación de la longitud de su circunferencia y del 
área en el momento en que su radio llega a ser igual a r?.> . 

927. El radio de una esfera cambia con velocidad v. ¿Con qué 

velocidad varía su volumen y su superficie? , 

928. ¿Para qué valor del ángulo su seno varía dos veces más lento 
que el argumento? 

929., ¿Para qué valor del ángulo son iguales las velocidades do 
la variación de su seho y de su tangente? 

930. La velocidad del crecimiento, del seno aumentó en n veces. 
¿Cuántas veces aumentó la velocidad del crecimiento de la tangente? 

931. Supongamos que el volumen del tronco de un árbol es pro¬ 
porcional al cubo de su diámetro y que éste crece de afio en año uni¬ 
formemente. Mostrar que la velocidad del crecimiento del volumen, 
siendo el diámetro igual a 90 cm, es 25 veces mayor que la del creci¬ 
miento para el caso del diámetro igual a 18 cm. 

Funciones dadas en forma paraméirica 

932. Probar si un punto dado, por las coordenadas cartesianas 
está en la línea cuya ecuación se da en forma paramétrica: a) ¿Está 
el punto (5,i 1) sobre la circunferencia x = 2 + 5 eos í, y = — 3 -4- 
+ 5 sen í? b) ¿Está el puntó (2, V 3) sobre la circunferencia x = 
= 2 eos- f, y = 2 sen í? ' 
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933. Construir las gráficas de las funciones dadas en forma para- 

métrica: . . , „ 

a) x = 3 eos í, !/ = 4 sen i; b) x = C- — 2í, y = 2 * + 2f; 

c) * = eos f, y = t + 2 sen 2 ; d) x = 2 '-*, y = - 3 - ( 2 * + 1 ). 

934. De las ecuaciones que dan la función en forma paramétrica 
eliminar el parámetro: - 

1) x = 3í, y *= 62 — , 2 a ; 2) x = eos 2 , y = sen 2í; 

3)ix = 2 a +1, y = 2 a ; 4) x = <p — sen q>, y = 1 — costp; 

5) x = tg 2, y = sen 22+2 eos 2í. 

935. Hallar el valor del parámetro que corresponde a las coor¬ 
denadas dadas del punto sobre la línea cuya ecuación se da en forma 
paramétrica: 

1) z = 3 (2eos 2 — eos 22), y = 3 (2 sen í — sen 22); (—9, 0); 

2) *-'!» +2*. y-t + t; (3. 2); 

3) x = 2 tg 2 , y = 2 sen s 2 -r sen 22; (2, 2); 

4) x = 2 a — i, y = 2 * —2; (0, 0). 

En los ejercicios 936 —945 bailar las derivadas de y respecto a x. 


936. a:— acosqi, 

937. x = acos 3 <p, 

938. x = a(<p —senq>), 

939. x = l-2», 

940. x»í ' - y -—■ 

941. x = ln(l+2 a ). 

942. x = <p (1 — sen tp), 

943. x = 4 ± 4-. 


y = 6 sen <p. 
y=.bsen 3 (p. 
y = a (1 — eos <p)i 
y = 2 —í 3 . 
l—l 

v=—- 

y**t —arctgl. 
y = <p eos <p. 


944. x = e‘ sen 2, 


y = e‘ eos 2. 


En los ejercicios 946 —949 bailar los coeficientes angulares de las 
tangentes a las líneas que se indican. 

946. x = 3 eos 2 , y = 4 sen 2 en el punto (31/"2/2, 21^2). 

947. x = 2 —2*, y = 2* — 2 a en el punto .(0,0). 

948. x = 2 S + 1 , y = 2 a + 2 + 1 en el punto _( 1 , 1 ). 

949. x = 2 eos 2 , y = sen 2 en el punto ( 1 , —V 3/2). 

950. Para la línea dada paramétricamente mostrar' la relación 
entre el parámetro 2 y el ánuglo a que forma la tangente a la línea 
con el eje de abscisas. 
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t t- 

I x = eost-\-lsBnt - 5 -eos/, 

^ y = sent — lcos t -g-sen/; 

2 ) x = a eos 3 t, y — a sen 3 /; 

3) a: = acos zV2cos2/, y = a sen t V 2 eos2/. 

951. Comprobar que la función dada en forma paramétrica median¬ 
te las ecuaciones x = 2/ ■+• 3/ 3 , y = Z 3 + 2Z 3 satisface la relación 
y = y' 2 + 2 i i' 3 (la prima denota la derivación con respecto a x , 

esto es, 

952. Comprobar que la función dada en forma paramétrica 

mediante las ecuaciones x = 1 1 , satisface la rela¬ 

ción zy'>=l+y'(y-~g). 

953. Comprobar que la función dada en forma paramétrica median¬ 
te las ecuaciones 1 =>ch 2 Z, y = sh 2 Z satisface la relación 

yy' -* = o (p' =■%). 

954. Comprobar que la función dada en forma paramótrica_me- 
diante las ecuaciones 


x 



i 



satisface la relación 1 +y‘ 2 ■= y' ( y' *= . 

955. Comprobar que la función dada en forma paramétrica 

jnediante las ecuaciones x = ^~-, y = 3 — | ln - ‘ - satisface la rela¬ 
ción yy t = 2xy' 2 +i (y 1 = -||). 

956. Hallar los ángulos que se forman al cortarse las lineas: 


1) y = * 2 y 



' = 1 +^ 
y ~ 14-/2 


957. Mostrar que cualquiera que sea la posición del círculo ge¬ 
nerador de una cicloide, la tangente y la normal en el punto .corres¬ 
pondiente de la cicloide pasan por su punto superior e inferior, res¬ 
pectivamente. 
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958. Hallar las longitudes de la tangente, la normal, la subtan¬ 
gente y la subnormal a la cardioide 

x — a (2 cosí — cos2í), y = a (2 sen í —sen 2í) 

en un punto cualquiera de ésta. 

959. Hallar las longitudes de la tangente, la normal, la subtan¬ 
gente, la subnormal a la astroide 

x = a sen’í, y = a eos 8 / 

en un- punto cualquiera de ésta. 

960. Demostrar que la tangente a la circunferencia x* + y* = a z 
es, al mismo tiempo, la normal a la evolvente de la circunferencia 

x = a (eos t + t sen /), y = a (sen l — í cosí). 

961. Hallar las longitudes de la tangente, la normal, la subtan¬ 
gente y la subnormal a la evolvente de la circunferencia (véanse las 
ecuaciones de ésta en el ejercicio anterior). 

962. Demostrar que el segmento de la normal a la curva 

x = 2a sení 4- a sen í eos* í, y = — a eos 3 /, 

limitado por los ejes de coordenados, es igual a 2a. 

En los ejercicios 963 —966 formar las ecuaciones de la tangente 
y la normal a las líneas que se indican en los puntos citados. 

963. x=2e*; y = e~' para í = 0. 

964. x = sení, j/ = cos2í para í = n/6 

965. x*»2 lnctgí + 1, y=tgf + cgtí para í = n/4. 

966. 1) íí=-f£7f P ara í = 2: 

( xi= < (/eos í — 2 sení), n 

^ l y = f(ísení + 2cosí), * iara 4 ’ 

3) x=sení, y— a 1 para í = 0, , 

967. Mostrar que en dos puntos de la cardioide (véase el ejercicio 

958) , los cuales corresponden a los valores del parámetro í que se 

diferencian en -y at, las tangentes son paralelas. 

968. Demostrar que si las líneas OT y ON son las perpendicula¬ 
res bajadas desde el origen de coordenadas hasta la tangente y la 
normal a la astroide en cualquiera de sus puntos (véase el ejercicio 

959) , se tiene 


4 OT* + ON* = a 1 . 
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969. Hallar la longitud de la perpendicular bajada desde el 
origen de coordenadas hasta la tangente a la línea 

2 x = a (3 eos t + eos 3/), 2y = a (3 sen l + sen 3/). 

Mostrar que 4p- = 3p* + 4a ! , donde p es el radio polar del punto 
dado y p es la longitud de dicha perpendicular. 

Velocidad de la variación del radio polar 

970. Dada la circunferencia p = 2 r sen <p, hallar el ángulo 0 
formado por el radio polar y la tangente, y el ángulo a que forman 
entre sí el eje polar y la tangente. 

, 971. Demostrar que para la parábola p = a sec*-£ la suma de los 

ángulos formados por la tangente con el radio polar y el eje polar, 
es igual a dos ángulos rectos. Valiéndose de esta propiedad construir 
la tangente a la parábola. 

972. Dada la línea p = a sen 3 y (concoide), mostrar que a = 40 
(las designaciones son las que se dan en el ejercicio 970). 

973. Mostrar que dos parábolas p = a sec 2 ■— y p— b coser. 2 ~ 
se cortan formando un ángulo recto. 

974. Hallar el valor de la tangente del ángulo formado entre el 

eje polar y la tangente a la línea p — a sec 2 <p en los puntos en que 
p = 2a. , u 

975. Hallar la tangente del ángulo formado entre el eje polar 
y la línea tangente en el origen de coordenadas: 1) a la linca p = sen'ip 
2) a la línea p ■> sen 3<p. 

976. Mostrar que dos cardioides p = a (1 + eos tp) y p = 
= o (1 —eos q>) se cortan formando un ángulo recto. 

977. La ecuación/de la línea en las coordenadas polares es dada 
en forma paramétrica: p = h (í), q> = / 2 (í). Expresar la tangente del 
ángulo 0 formado entre la línea tangente y el radio polar, como 
función de t. 

978. Una línea viene dada mediante las ecuaciones p = at 3 , 
<p = bt*. Hallar el ángulo entre el radio polar y la tangente. 

979. Dada la eljpse x = a eos í¡ y = 6 sen t, expresar el. radio 
polar p y el ángulo polar q: como función del parámetro t. Valiéndose 
de la forma así obtenida para dar la elipse, calcular el ángulo forma¬ 
do entre la tangente y el radio polar. ' 

Se ,Uama subtangente polar a. la proyección del segmento de la 
tangente desde el punto de contacto hasta su intersección con la per- 

S endicular levantada al radio polar en el polo, sobre dicha parpen-. 

icular. De análoga manera se define la subnormal polar. 'Tomando 
esto'en consideración, resolver los problemas de los ejercicios 980 — 
984.' . 
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980. Deducir la fórmula para la subtangente polar y la subnor¬ 
mal polar de la línea p = / (q>). 

981. Mostrar que la longitud de la subtangente polar de la espiral 
hiperbólica p = — es constante. 

982. Mostrar que la longitud de la subnormal polar de la espiral 
de Acquímedes p = atp es constante. 

983. Hallar la longitud de la subnormal polar de la espiral loga¬ 
rítmica p = í*. 

984. Hallar la longitud de la subnormal polar de la espiral lo¬ 
garítmica p = a*. 


Velocidad de la variación de la longitud 

En los ejercicios 985 —999 s designa la longitud del arco de la 
línea correspondiente. 

985. La recta y — ax+b; -|í- = ? 

986. La circunferencia x z ri-y- — r 2 ; 

987. La elipse £ + £=? 

988. La parábola y 1 — 2px\ ds = ? 

989. La parábola semicúbica y‘=>ar‘; = ? 

990. La sinusoide y = sen x; ds = ? 

991. La catenaria y = - * - 1/ * (y^ch x); -£■ = ? 


992. La circunferencia x-=rcost, y = rsent; -jf = 1 

993. La cicloide z = a(í — seni), p = a(l —cosí); 

994. La astroide x = ei cos 3 f, y = a sen 3 í; ds = ? 

995. La espiral de Arquímedes x = al sen /, y = at eos <; ds ? 


996. La cardioide 


ioide | 


x — a (2 eos í — eos 2t), 
y = a (2 sen í — sen 2í); 


997. La tractriz 


(cosí + ln tgy) , p = asení; rfs = ? 

998. La evolvente de la circunferencia 

x = n(cos/-(-¿sení),y =a (sen t—l cosí); = ? 

999. La hipérbola x = a ch í, y ¡=' a sh í; ds = ? 
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Velocidad del movimiento 

1000. Una escala, que mide 10 m de longitud, tiene apoyado su 
extremo superior contra una pared vertical. Su extremo inferior se 
halla apoyado en el suelo y se desliza apartándose de la pared a 2 m 
por minuto. ¿A qué velocidad va descendiendo el extremo superior 
de la escala cuando el inferior dista 6 m de la pared? ¿Cuál es la di¬ 
rección del vector de la velocidad? 

1001. Un tren y un globo aerostático parten de un mismo punto 
simultáneamente. El tren so traslada a una velocidad uniforme de 
50 km por hora. El globo sube (también uniformemente) a 10 km por 
hora. ¿A qué velocidad se aparta el uno del otro? ¿Cuál es la direc¬ 
ción del vector de la velocidad? 

1002. Un hombre de 1,7 m de estatura se aleja, a t>,34 km por hora, 
de uno fuente luminosa que se encuentra a 3 m de altura. ¿A quó 
velocidad se traslada la sombra que proyecta su cabeza? 

1003. Un caballo corre a 20 km por hora a lo largo de una circun¬ 
ferencia en cuyo contro se halla un farol. En el punto inicial de la 
carrera del caballo está situada una cerca que sigue la dirección de la 
tangente a la circunferencia referida. ¿A qué velocidad se desplaza 
la sombra del caballo a lo largo de la cerca en el momento en que 
éste ha recorrido 1/8 de la circunferencia? 



Kig. 20 

1004. La fig. 2G muestra, de manera esquemática, el mecanismo 
de manivela de una máquina de vapor: A es la cruceta, BU son las 
correderas de la cruceta, AP es 1a biela, P es el gorrón de manivela. 



Fig. 27 
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Q es ol volante. El volante, de radio i?, gira uniformemente con 
velocidad angular u. La longitud de la biela es igual a l. ¿Cuál es la 
velocidad que tiene la cruceta al desplazarse, en el momento en que 
el volante ha girado un ángulo ai 

1005. Un volante que había dado 80 vueltas por minuto quedó 
roto. El radio del mismo mide 0,9 m. Su centro se halla levantado 
por sobre el suelo, la distancia entre ambos, en línea vertical, mide 
1 m. ¿Cuál es la velocidad a que efectuará su caído hacia el suelo 
el pedazo roto (designado por la letra A en la fig. 27)? 


§ 5. Derivación sucesiva 


Punciones dadas en /orina explícita 

1006. y = x 1 - 3x + 2; y’ = ? 

1007. y •=■ 1 -x 2 -**; y' = ? 

1008. / (x) -= (x + 10)»; /' (2) = ? 

1009. / (x) = - Ax 2 + 4; (1) - ? 

1010. y = (x 2 + 1)*; y ' = ? 1011. y = eos 3 x; y’ - ? 

1012. / (x) = «**-»; /' (0) = ? 1013. / (x) - nrctg *; /' (1) = ? 

1014. /(x)»-^; / V (x) = ? 


1015. p = x 5 lnx; p ,v —? 1016. /(i) = -^-¡ y“(x)=- ? 

1017. p =• a son 2<p; -^- = ? 1018. ¿d n, = ? 

En los ejercicios 1019—1028 hallar las segundas derivadas de las 
funciones 

1019. y~xe* 2 . 1020. »=- -- .1— 

® l+a* 


1021. y = (1 -f- x 2 ) arctgx. 1022. y^-V7 z -x 2 . 

1023. y-In (x+/!+**)• 1024. ¡,=—L_ 

•+V* 

1025. y = eV*. 1 026. y=Y 1 — x 2 a resen x. 

1027. y = aresen ( a sen x). 1028. y = x*. 

En los ejercicios 1029—1040 hallar las expresiones comunes para 
las derivadas de n-ésimo orden de las funciones: 

1029. p = 1030. y = e~*. 

1031. y = sen ax -j- eos bx 1032. y = sen 2 x. 

1033. y — zei *• 1034. ^=zlnr. 


6 * 
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1Ó35. y = — 1036. y = ln(ax+¿). 

1037. ¡/«log 0 x. 1038. y « ¡ ^ l ■ . 

1039. 10í °' J/ = sen ‘ I + cos ‘ a: - 

1041. Demostrar que la función y = (x* —1)" satisface la 
relación 

(r* — l)^"*’* + 2xy""" -n(n + 1 )y' n ‘ - 0. 

1042. Demostrar que la función y — t? sen * satisface la relación 
■y" — 2y’ + 2y = (O,- mientras la función y = e~ x sen x satisface la 
relación y" +2y' + 2 y >= 0. 

1043. Demostrar que la función y = ~ x j^ satisface la relación 

2 y" = («/ — l) y’- ‘_ 

1044. Demostrar que la función y = y 2x — x* satisface la rela¬ 
ción y®y’ + 1 = 0 . 

1045. Demostrar que la función y — e* 1 + 2e satisface la rela¬ 
ción y' — 13y' — 12y = 0. 

1046. Demostrar que la función y = satisface la 

relación xy" + -j- y' —y y = 0. 

1047. Demostrar que la función y — cose* + sene* satisface la 
relación y ' — y' + ye" x =■ 0. • 

1048. Demostrar que la función 

, y =» A sen (a>f + (o 0 ) + B eos (ojí + a> 0 ) 

( 4 , B, (a, (o 0 son constantes) satisface la relación 

.ÍL+ofy-O. 

1049. Demostrar que la función 

aie" x + + a, eos nx + a» sen nx 

( a¡ , a„ a ít a 4 , n son constantes) satisface la relación = n‘y. 
r 1050. Demostrar que la función y = sen (n aresen x) satisface la 
relación (1 —a*) y" — xy' + rry = ,0. . „ , , 

1051. Demostrar que la función e a arc3 '“ x satisface la relación 

(1 — x a ) y" — xy ' — a ! y = 0. _ ’ 

1052. Demostrar que la función y = ( x+y x 2 +1) satisface la 
re laci 6n (1 + x 2 ) y" +xy' — ¡¿y = 0. 

iS 
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1053. 'Demostrar que la expresión S = —y (-^r) no varia 

si sustituimos y por-í-; esto es, si ponemos y = —, se tieno — 

„* 

1054. Sea dado y =■/(*). Expresar mediante y . 

- j_ ( ' 

Mostrar que la fórmula R = ( * ¡) es susceptible de ser redu¬ 
cida a la forma 

± i . 1 

RT = -r+-r- 


m m 


1055. Sea dado F (x) — f (x)-tp (x) siendo f {x)y‘ (x)= C. Demos¬ 
trar que 

F- r 2 c F- 

— =T + * + ¡F? y 


Funciones dadas en forma implícita 

1056. 6***+aV-«V; 

1057. i»+p»-r»; g--? 1058. p = tg(*+p); -g—? 

1059. s-i+te*; 1060. p 5 + x s -3axp = 0; /«? 

1061. p = sen(* + p); p'-? 1062. e x "' = xy, y" = ? ‘ > 

1063. Deducir la fórmula para la segunda derivada de la función 
inversa a la dada y = / (x). 

1064. e v + xy = e , hallar y" (x) para x — 0. 

1065. y 2 =*2px; hallar la expresión * — ^===j=-, 

1066. Comprobar que de p 2 -(-x 2 =fl J se deduce donde 

, ^1— 
y ( i+!/' 2 ) 3 

1067. Demostrar que si 

ax 2 + 2bxy + cy * 4- 2gx + 2/p + fc = 0, 

se tiene 

dy ar-i-Ey-fg d*y ■< 

di 5i-t-cy + / ‘ dx 2 (t»x + cy-t-/) 3 

donde .4 es una constante que no depende de x e y. 
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1068. Demostrar que si (a + bx)e* — x, se tiene 

^=(4-vr. 


1069. x = aí i , y = bt 3 ; 


Funciones dadas en forma paramétrica 

<flx _« 

1070. x — a eos t, y^asent; = ? 

1071. x = acost, y^bsenf, 

1072. x=aa(q) — senq>), j/ = a(l—eos <p); ■^• = ? 

1073. 1) arnacos 5 /, y —asen 5 í; 

2) x«=acos*t, p = asen*f; 

1074. 1) zalnt, 


_£ü_ = o 
cix* 


2) x = arcsení, = ln(1 — í a ); -§r= ? 


= ? 


1075. x = at cosí, y=>atsont; 

1076. Demostrar que la función i/ =* / (x) dada mediante las 
ecuaciones pacamótricas y = «' eos l, x = e' sen t, satisface la rela¬ 
ción y’ (x + y) 3 = 2 (xp' —y). 

1077. Demostrar que la función y = / (x) dada paramétrica- 
mente mediante las ecuaciones y = 3t — l 3 , x = 3f s satisface la 
relación 

36¡/’ (p - V^3Í) = x + 3. 

1078. Demostrar que la función dada para métricamente mediante 
las ecuaciones 

x — sea t, y = sen kt, 

satisface la relación 


(1-*•>■&-*& + **»“ °- 


1079. Demostrar que si 

x =./ (i)cos t -/' (1) sen í, ¡/ = / (í) sen í + /' (t) eos í 

se tiene 

ds 1 = dx 2 + dp s = 1/ (í) + /' Wl* ¿í*. 
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Aceleración del movimiento 

1080. Un punto efectúa movimiento rectilíneo, siendo •s=|f s — 

— 1+5. Hallar la aceleración a al finalizar el 2° segundo (s está expre¬ 
sada en metros; t, en segundos). 

1081. Un movimiento rectilíneo se efectúa de acuerdo con la 
fórmula s = t 2 — 4í + 1. 

Hallar la velocidad y la aceleración del movimiento. 

1082. Un punto efectúa movimiento rectilíneo, siendo s= 
xsen~ + s 0 . Hallar la aceleración al finalizar el primer segundo 
(s está expresada en cm, t, en s). 

1083. Un punto efectúa el movimiento rectilíneo, siendo s = Y't. 
Demostrar que el movimiento del punto es retardado y que la acele¬ 
ración a es proporcional al cubo de la velocidad v. 

1084. Una viga pesada, que mide 13 m, se 
hace descender hacia el suelo de la manera siguien¬ 
te (véase la fig. 28): su extremo inferior está 
sujeto a una vagoneta, mientras que el superior 
se mantiene fijo con un cable devanado en un 
cabrestante. El cable va desenrollándose a 2 m 
por minuto. ¿Qué aceleración experimenta la 
vagoneta cuando so aparta rodando, en el mo¬ 
mento en que dista 5 m del punto OI 

1085. La cubierta de una barcaza se encuentra 

4 m más abajo de la altura del muelle. Tirando 
de la barcaza, la hacen acercarse para que so 
ponga al lado del muelle, mediante un cable el 
cual va devanándose en un cabrestante a 2 m por 
segundo. ¿Qué aceleración experimenta la barcaza 
al moverse, en el momento en que dista 8 m Fig. 28 

del muelle (en línea horizontal)? 

1086. Un punto efectúa movimiento rectilíneo do manera 
que su velocidad varía proporcionalmente a la raíz cuadrada del 
trayecto recorrido. Mostrar que el movimiento se efectúa al actuar 
una fuerza constante sobre el punto indicado. 

1087. Se tiono uu punto material sobre el cual actúa una fuerza 
inversamente proporcional a la velocidad del movimiento del punto. 
Demostrar que la energía cinética del punto es la función lineal del 
tiempo. 

Fórmula de Leibniz 

1088. Aplicar la fórmula de Leibniz para calcular la derivada: 

1) [(*= + 1) son .rl> 20 >; 

2) (e x sen 3) (x 3 sen ax)'”'. 
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1089. Mostrar que si y = (1 — x)~ a e~ ax , so tiene 

Aplicando la fórmula de Leibniz mostrar que 

(1 — x) i/< n+1 > —(n + cur) (/<"> — nayi n_1 > =0. 

1090. La función y =• e a * satisface la relación (1 — ar 2 } >f — 
— xy'— a 2 y=0 (véase el ejercicio 1051). Aplicando la fórmula de 
Leibniz y derivando esta igualdad n veces, mostrar que 

(1 - x 1 ) y<"+ 2 > - (2n + 1) ‘»- (n 2 + a 2 ) y<“> = 0. 

1091. Mostrar que 

(e ax cosbx) w —r”e ax cos(bx + n<f), donde r =j/fl’ + ó 2 , tgq>-=-£. 

Aplicando la fórmula de Leibuiz, llegar a las siguientes fórmu¬ 
las: 

r n coa n<p = a" — C*a"-*ó* + C*a n - t b‘ - .... 
r" sen n? = C' n aT l b - + C* n a n -*b a - ... 

i 

1 e x 

1092. Demostrar que (z B - , e It )< n >=(—1)" 

1093. Mostrar que la función y = arcsen x satisface la relación 
(1 — x*)y" = xy'. Aplicando a ambos miembros de esta ecuación 
la fórmula d8 Leibniz, hallar y"*' (0) (n > 2). 

1094. Aplicando la fórmula de Leibniz n veces, mostrar que la 
función y = eos (m arcsen x) satisface la relación 

(1 -zV* 21 - (2 n + 1) + (m 2 - n 2 ) >S“ - 0. 

1095. Si y = (arcsen x) a , se tiene 

(1 -xV n “’ - (2n - 1) xif n > — (n - 1)V B “ > = 0. 

Hallar y’ (0), y * (0), 1. . ., y»"' (0). 

Diferenciales de ordenes superiores 

1096. y = <Py = ? 1097. y = z m ; d 3 y = ? 

1098. y = (z + l) s (z-l) 2 ; <Py=? 

1099. y « 4-* ! ; d 2 y = ? 
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tiOO. y=arctg (-j-tgij; d*y = ? 1101. y — V ln 2 x—4; d?-y = t 

1102; y = sen 1 !; d s y = '? 1103. p“ cos*<p — a* sen’tp — 0; d 2 p = ? 
2 2 2 ’ 

1104. x 3 + /=a’; <?!/ = ? 

4 -O 

1105. y-=ln j - +i 5 ; x = tgí; expresar tPy mediante: l)x ydx, 
2) i y di. 

1106. i/ s= sen 2 ; 2 = fl*; x = i 3 ; expresar d 2 ;/ mediante: 1) s 
y dz, 2) x y dx; 3) i y di. 




Capítulo IV 


Análisis de las funciones 
y de sus gráficas 


§ 1. Comportamiento de la función 

1107. Mostrar que el punto x = 0 es el punto del mínimo de la 
función 

y — 3x‘ — 4x* + 12 -t* -4- 1. 

1108. Partiendo de la definición de la función creciente y decrecien¬ 
te y de los puntos del máximo y del mínimo, mostrar que la fun¬ 
ción y “ x*—3x + 2 crece en el punto x, = 2, decrece en el punto 
x 2 = 0, alcanza su máximo en el punto z s ” - 1 y su mínimo en 
•el punto x* = 1. 

1109. Igual que en el ejercicio 1108, mostrar que la función 
y =■ eos 2x crece en el punto x^-^p, decrece en el punto x,= ~, 
alcanza su máximo en el punto x 3 =0 y su mínimo en el punto 



1110. Sin recurrir al concepto de la derivada, analizar el compor¬ 
tamiento de la función dada en el punto x = 0: 

■ti) y = i -x'\ 2) j/=!»—x 3 ; 3) y = y / 'x\ 4) i/~ x 2 ; 

5) y-1—» / ¡F; 6) y=|tgx|; 7) y = |ln(x + l)|; 

8)y=e-KI; 9) 

1111. .Mostiar que la función y = ln (x 2 + 2x —3) crece en el 
punto Xx = 2, decrece en el punto x- = — 4 y no tiene puntos esta¬ 
cionarios. 

1112. Esola :ecer el comportamiento de la función y = sen x + 

+ eos x en los puntos x, =0, X 2 =l> x 3 = —^ y = 2. 

1113. Esclarecer el comportamiento de la función y = x — ln x 
en los puntos Xj = 1/2, x s = 2, x 3 — e y x 4 = 1 y mostrar que si la 
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función dada crece en el punto x = a > 0, en cambio, decrece en el 
punto 1/a. 

1114. Esclarecer el comportamiento de la función 

y = x arctg x 

en los puntos x¡ ■= 1 , x t = —1, x, = 0. 

1115. Esclarecer el comportamiento de la función 

í 8811 * para x^&O, 

[ í para x=>0 

en los puntos x¡ = 1/2, x, = —1/2 yi, = 0. 


§ 2. Aplicación de la primera 
derivada 

Teoremas de Rolle y Lagrange 

1116. Verificar la validez del teorema de Hollé para la función . 
y t= i 3 + 4z* — Ix — 10 en el intervalo (—1, 2|. 

1117. Verificar la validez del teorema de Rolle para la función 

y — In sen x en el intervalo . 

1118. Verificar la validez del teorema do Rolle para la función 
y = 4 «">* en e [ intervalo [0, ni. 

1119. Verificar la validez del teorema de Rolle para la función 
y = ¿/A — 3x + 2 en el intervalo II, 2], 

1120. La función y = ^r~ toma valores iguales en los extre¬ 
mos del intervalo I—4,11. Mostrar que la derivada do dicha función 
no se reduce a cero en parte alguna del intervalo l—1, 11, y explicar 
esta desviación del teorema de Rolle. 

1121. La función y = | x | toma valores iguales en los extremos 
del intervalo [— a, al. Mostrar que la derivada de dicha función no 
se reduce a cero en parte alguna del intervalo I—a, al, y explicar 
esta desviación del teorema de Rolle. 

1122. Demostrar el siguiente teorema: si la ecuación 

aox" + Olí" -1 + . . . + a„-, x = 0 
tiene la raíz positiva x = x 0l la ecuación 

m 0 x n_I + (n — 1) a,x"*’ + . . . + a„_, = 0 
también la tiene, siendo esta raíz menor que x 0 . 
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1123. Sea dada la función / (x) ^l+i" (x —1)", donde 
m y n son números enteros positivos. Sin calcular la derivada, mos¬ 
trar que la ecuación /' (x) = 0 tiene, por lo menos, una raíz en el 
intervalo (0, 1). 

1124. Mostrar que la ecuación x 3 —3x -f e = 0 no puede tener 
dos raíces distintas en el intervalo (0, 1). 

1125. Sin calcular la derivada de la función 


/(*)-(*-1) (2 -2) (x -3) (x -4), 


esclarecer cuántas raíces reales tiene la ecuación /' (i) = 0 e indicar 
en qué intervalos están. 

1126. Mostrar que la función / (x) = x n -|-px + g no puede te¬ 
ner más de dos raíces reales siendo n par, y más de tres siendo n impar. 

1127. Escribir la fórmula de Lagrange para la función y «= 

= sen3xen el intervalo [*,, x s l. * 

1128. Escribir la fórmula de Lagrange parala función y—xx 
X (1 —la a:) en el intervalo [a, 61. 

1129. Escribir la fórmula de Lagrange para la función y = 
=« aresen 2x en el intervalo [x„, x 0 + Azi. 

1130. Verificar la validez del teorema de Lagrange para la fun¬ 
ción y = x" en el intervalo [0, o); n > 0, a > 0. 

1131. Verificar la validez del teorema de Lagrange para la fun¬ 
ción y = ln x en el intervalo [1, e). 

1132. Mediante la fórmula de Lagrange demostrar las desigualda¬ 
des 


a—b a — b 


siendo 0 < b < a. 

1133. Mediante la fórmula de Lagrange demostrar las desigual¬ 
dades 


tga-tgfl< siendo 0<p^a<£. 

1134. Pará a > i demostrar mediante la fórmula de Lagrange la 
validez de las desigualdades 

nb"-‘ (a-b) <a n - ó" <na"-‘ (a - b ), 

si «>1, y las desigualdades opuestas, si n< 1. 

1135. Analicemos la función 



para x#= 0, 
para x = 0. 



§ 2. Aplicación de la primera derivada 


93 


Es derivable para cualquier valor de x. Escribamos para ella la 
fórmula de Lagrange en el intervalo [0, x}\ 

f(x) — / (0) = xf (1) (0<S<x). 

Obtendremos: 

x*sen-i-=x (21sen j— cosj), 

de donde cos-|-=»2£ sen-4—x sen. lineemos ahora que x tienda 
a coro, en este caso 5 también tenderá a cero, y de este modo 

llegamos a: lím eos 4- — 0. 

{-o « 

Explicar este resultado paradójico. 

1136. Aplicando la fórmula 

/ (x„ -f Ax)« / (x 0 )+/' ( Xo + ^ ) Ax, 

a la función / (x) — arctg x en el intervalo [1; 1,11, hallar el valor 
aproximado de arctg 1,1. 

En los ejercicios 1137—1141 aplicando la fórmula 

/ (x 0 + Ax) « 1 (x„) + 1' (x 0 +^) Ax, 

calcular los valores aproximados de las expresiones que se indican. 

1137. aresen 0,54 

1138. Ig 11. Comparar con los datos tabulares. 

1139. ln (x + V 1 + x 2 ) para x-^0,2. 

1140. Ig 7, sabiendo que lg 2 = 0,3010 y Ig 3 = 0,4771. Com¬ 
parar el resultado con los datos tabulares. 

1141. Ig 61. Comparar el resultado con los datos tabulares. 

1142. Confirmar que aplicando la fórmula 

f{b)~f(a)+(b-a)f 

para calcular el logaritmo de N + 0,01 N, es decir, poniendo 

lg (IV + 0,01 JVj = lg N + 0.01.V - lg N + 

.V —2~ ^ 

cometemos un error menor que 0,00001, es decir, obtenemos cinco 
cifras exactas después de la coma si es que lg N viene dado con cinco 
cifras exactas. 
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Comportamiento de las junciones en el intervalo 

1143. Mostrar que la función y = 2a? + 3x*—12x + 1 decrece 

en el intervalo (—2. 1). _ 

1144. Mostrar que la función y = V 2x -x s crece en el interva¬ 
lo (0, 4) y decrece en el intervalo (1, 2). Construir la gráfica de esta 

1145. Mostrar que la función y = a? + x crece por todas partes. 

1146. Mostrar que la función y = arctg x —x decrece por todas 
partos. 

1147. Mostrar que la función y «=—j— crece en cualquier inter¬ 
valo que no tenga el punto x = 0. 

1148. Mostrar que la función lf= varía de manBra 

monótona on cualquier intervalo que no encierre puntos de discon¬ 
tinuidad de la función. 

1149*. Demostrar la desigualdad siendo 

0<x,<x,< y- 


1150. Hallar los intervalos de monotonía de la función y 

_ x 3 — 3x ! — 9x + 14 y construir la gráfica en el intervalo (—A 
siguiendo sus puntos. . . . 

1151. Hallar los intervalos de monotonía de la función ij-x 

— ^En los ejercicios 1152-1164 hallar los intervalos de monotonía 
de las funciones. 

1152. y = 2)*(2*+l)*. 

1153. (2x—a) (a — x)* (a> 0>. 

1154. y - 1155 - ü= 413 - 9 * 2 + 61 “• 

1156. y^x-e*. 1157. 0-a fe*. 

1158. 1159 - tf = 2x 2 -lní. 

1160. y — x*” 2 sen x. (0sS*<2n). 

1161. j/ = 2senx+cos2x (0<s<2n). 

1162. y = x+ cosí. 1163. y= ln(x-f 1^1-t-x*). 

1164. y=xVax-a? (a>0). 

En los ejercicios 1165-1184 hallar los valores extremos de las 
funciones. _ , . _ 

1165. y = 2a? — 3x*. 1166. i, = 2x 3 —6x*-18x+7. > 
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1167. y=* 
1169. y = 
1171. y= 
1173. y = 

1175. ¡/ = 

1177. y = 

1178. y = 

1179. y = 

1180. y = 

1181. y = 

1182. y = 

1183. ¡,= 


: 3 *¡Í 4X Z 4 ■ 1161 

x2+x+t 

_1_ í i 7f 

'lnl^+^S+SO)- 

:jx*ytiz=7. 1171 

117- 

= x— In (1 + *)■ 117f 

= (*-5)=^(i+í?. 

= (^-2x)lni-4i J +4r. 


1168. —3**4-8*. 

1170. i,= -i í V r ?+2. 
H72. y =- ^£==r. 


dzYT^x 

1174. y = y(x*-a*Y. 
1176. j^s-lna+z 8 ). 


y) arcsenx4-yzl/l—z*—-=3*. 
;xsonz4-cosz— (— -y^a^-y). 

= (y—x) eosz+son j— J ‘y -- (o^z^yj. 

= Yp eos n (z 4-3) 4-4? sen (z+3) (0<z<4 


1184. y = fl« ,u: + 

En los ejercicios 1185—1197 hallar los valores máximos y míni¬ 
mos de las funciones dadas en los intervalos que se indican. 

1185. y = j* — 2z a o- 5; 1-2, 21. 

1186. y -x + 2V ; 10 , 41. 

1187. y = t* — 5z* 4 - 5z* 4 - 1; f-1, 21. 

1188. y = z* -3z ! 4- 6 z -2; (—1, 11. 

1189. ¡, = 1/100=7* (- 6 <z< 8 ). 

119 °- !+*-£ 

H91. „ = í^í (0<z^4). 

1192. ¡, = -£ ( 6 < x < 1) (o >0, ft >0). 

1193. y = sen2x—z ( —-yí^z^-y^ . 


1194. y = 2tgz-tga.c (0^z]<i-). 

1195. y = x x (O.l^z <oo). 

11%. y = y/" (z 2 — 2z)* (0sgrsS3). 
1197. i, = arctg(0<z<l). 
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Desigualdades 

En los ejercicios 1198—1207 demostrar la validez de las desigual¬ 
dades. 

1198. 2 Yx >3 — -j- (z>l). 

1199. e x >\+x (x#0). 

1200. *>ln(l+i) (x > 0). 

1201. .lnx> 2 ^~ 1 1) (x>l). 

1202. 2xarctgx^ln(l + x I ). 

1203. 1 + x ln'(x + YT+3)>Vl + 

1204. ln(l+*)>T?£r (*>0). 

1205. senx<x-¿-+^5 (i>0). 

1200. sen x + tg x> 2z 

1207. ch*>l+-j- Cf*0). 

Efercicios para hallar los valores máximos y mínimos 
de las funciones 

1208. Dividir el número 8 en dos sumandos tales que la suma de 
sus cubos sea la menor posible. 

1209. ¿Qué número positivo sumado a su inverso da lugar a la 
suma mínima? 

1210. Dividir el número 36 en dos factores tales que la suma do 
sus cuadrados sea la menor posible. 

1211. Se debe hacer una caja con tapa, cuyo volumen sea de 
72 era'. Los lados de la base han de estar en relación 1 : 2. ¿Cuáles 
deben ser las medidas de todos los lados para que la superficie total 
sea la menor posible? 

1212. De una hoja de cartón, de 18 X 18 cm a , deben ser recorta¬ 
dos cuadrados iguales de modo que doblando la hoja, siguiendo las 



Fig. 29 
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'líneas punteadas (véase la fig. 29), resulte una caja que tenga la 
mayor capacidad, posible. ¿Cuánto debe medir cada lado del cuadrado? 

1213. Resolver el problema anterior para el caso de la. hoja rectan¬ 
gular. de 8 X 5 cm?. 

1214. Al volumen de un prisma triangular regular es igual a v. 

¿Cuánto debe medir el lado de la base para que su superficie total 
sea' -la menor posible? \ , 

1215. Una tino abierta tiene la forma de cilindro. Siendo su volu¬ 
men igual a v, ¿cuál debe sor el.radio de la base y la altura para que 
su .superficie total sea la menor posible? 

1216. Hallar la relación entre el radio fí y la altura H de un cilin¬ 

dro que tiene la menor superficie total posible, conociendo su volu¬ 
men. * »i 

1217. Se debe hacer un embudo cónico que tenga la generatriz 
igual a 20 cm. ¿Cuál debe ser la altura del embudo para que su volu¬ 
men sea el mayor posible? 

1218. Un sector de ángulo central a está recortado de un círculo. 
-Al enrollarse el sector, ha sido engendrada una superficie cónica. 
¿Cuál debe ser la abertura del ángulo a para que. el volumen del cono 
obtenido sea el mayor posible? 

1219. El perímetro de un triángulo isósceles es 2 p. ¿Cuánto deben 
medir sus lados para que el volumen del cuerpo engendrado por la 
rotación del triángulo en torno a su base sea el mayor posible? 

1220. Al perímetro de un triángulo isósceles es 2p. ¿Cuánto deben 
medir sus lados para que el volumen del cono engendrado por la 
rotación del triángulo en torno a su altura bajada sobre la base sea el 
mayor posible? 

1221. Hallarla altura del cilindro que tenga el volumen.máximo 
posible y que sea susceptible de ser inscrito en una esfera de radio R. 

1222. Hallar la altura del- cono de máximo volumen que sea 
susceptible de ser Inscrito en una esfera de radio R. 

1223. Al actuar la fuerza de gravedad sobre una gota de lluvia 

cuya masa inicial es igual a m 0 ,‘)a hace caer. La gota va evaporándose 
uniformemente de modo que la pérdida de la masa es proporcional 
al tiempo (el coeficiente de proporcionalidad es k). ¿Al cabo de cuán¬ 
tos segundos al comenzar lá caída será máxima la energía cinética 
de la gota y cuál será su valor? (Se prescinde de la resistencia del 
aire.) „ >■ tj 

1224. Una palanca de segundo género tiene A por su punto do 
apoyo. Dol punto B (AB = a) está suspendida la carga P. El peso de 
la unidad de la longitud de la palanca os igual a k. ¿Cuál debería ser 
•la longitud de la palanca para que la carga P quede en equilihrio 
con la fuerza mínima? (El momento de la fuerza compensadora debe 
equivaler a la suma de los momentos do la carga P y de la palanca.) 

1225. La suma que se gasía en el combustible para el hogar de la 
caldera de un barco es proporcional ai cubo de lá velocidad. Es 


7—OÍ70 
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sabido que si el barco marcha a 10 km por hora, se gastan 30 rublo9 
(por hora) en el combustible. Los demás gastos, que no dependen de 
la velocidad son de 480 rublos por hora. ¿Á qué velocidad del barco 
serian mínimos los gastos totales por un km? ¿Cuál sería la suma to¬ 
tal de los gastos por hora? •>.: v ’ ’ •'? 

1226. Tres puntos A, B y C se hallan situados de modo que 
/_ ABC = 60°. Un automóvil sale del punto A y en el mismo momen¬ 
to del punto B parte un tren. El auto avanza hacia el punto B a 80 km 
por hora, él tren se dirige hacia el punto C a 50 km por hora. Tenien¬ 
do en cuenta que la distancia AB~== 200 km, ¿en qué momento, al 
comenzar el movimiento, será mínima la distancia éntre el' auto¬ 
móvil y el tren? 

1227. Dado un cierto punto A en una circunferencia, trazar una 
Cuerda BC paralela a la tangente en el punto .4 de modo que el área 
del triángulo ABC sea la mayor posible. 

1228. Hallar los lados del rectángulo de máximo perímetro 
e inscrito en una semicircunferencia de radio R. 

1229. Inscribir el'rectángulo de mayor área posible en un segmen¬ 
to dado del círculo. 1 

1230. Circunscribir en torno a un cilindro dado el cono que tenga 

el menor volumen posible (los .planos de las bases circulares del 
cilindro y del cono deben coincidir). s- . - , 

1231. Hallar la altura del cono recto circular, de menor volumen 
posible, circunscrito en torno a una esfera de radio R. 

1232. Hallar el ángulo en el vértice de la sección axial de un cono 
que tiene la menor superficie lateral posible y que está circunscrito 
en torno a una esfera dada. 

1233. ¿Cuál ha de ser la abertura del ángulo en el vértice dé un 
triángulo isósceles, de área dada, para que el radio de un círculo ins¬ 
crito en dicho triángulo sea el mayor posible? 

1234. Hallar la altura de un cono que tiene el menor volumen 
posible y que está circunscrito en torno a una semicsfera de radio R 
(el centro de la base del cono coincide con el de la esfera). 

1235. ¿Cuál ha de ser la altura de un cono inscrito en una esfera 
de radio R para que sbsuperficie lateral sea la mayor posible? 

1236. Demostrar que la cantidad de tela necesaria para hacer 

una tienda de campaña de forma cónica ■y de capacidad dada,, será 
la menor posible en el caso de que su altura sea ]/2 veces mayor que 
el rádio de la base. : ■’ ;• • 

1237. Trazar una recta de modo que pase por un punto dado P 

( 1 , ó) y que la suma dé las longitudes de los segmentos positivos 
cortados por dicha recta en los ejes de coordenada.s, sea la uñenór 
posible. - -i ; ; — 

■ 1238.- Hallar los lados del rectángulo, dé mayor área posible, 

inscrito en la elipse= 1.' -" ' si.') 
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1239. Hallar la elipse cuya área sea la menor posible y que está 
circunscrita en torno a un rectángulo dado (el área de la elipse de 
semiejes a y 6 es igual a ñ ab). 

1240. Sea dada la elipse + =* 1- Trazar una tangente de 

modo que el área del'triángulo engendrado por dicha tangonte y los 
ejes de coordenadas, sea la menor posible. ¿Por qué punto de la elipse 
debe pasar dicha tangente? 

1241. Sean dados dos puntos A (1, 4) y B (3, 0) en la elipse 
2x" + y" — 18."Hallar el tercer punto C tal que el área deL triángulo 
ABC sea la mayor posible. 

1242. Sean dados la parábola y 3 =■ 2¡>x y un punto en su eje, 
a una distancia ci del vértice. Indicar la abscisa x. del punto de la 
parábola más próximo al punto referido. 

1243. Una banda de hierro, de anchura a-, ha de ser encorvada de 
modo que tome la forma de canalón cilindrico abierto (la sección del 
canalón ha de semejarse a un arco de segmento circular). ¿Cuál ha 
de ser la abertura del ángulo central que se apoya en este arco para 
que la 'capacidad del canalón se» la mayor posible? 

1244. ' Uri troncó de árbol que mide 20 m, tiene la forma de úd 
cono truncado. Los diámetros de sus bases miden 2 ni y i ni, respecti¬ 
vamente. Se debe cortar una viga de sección trasversal cuadrada cuyo 
tije coincida con el del tronco y cuyo volumen sea el mayor posible. 
¿Qué dimensiones debe tener la viga? 

1245. Una serie de experimentos con la magnitud A han dado 
como resultado n valores distintos x,, x a , . . ., x„. Con frecuencia so 
admite como valor de A un valor de x tal que la suma de los cuadra¬ 
dos de sus desviaciones de x¡,, x¡, . . ., x„ sea, la menor posible. Ha¬ 
llar x que satisfaga esta condición. 

1246. Un torpedero está anclado, a 9 km del punto más próximo 
de la orillo. Se necesita enviar a un mensajero al campamento situa¬ 
do en la orilla. La distancia entre éste y el punto más próximo referi- 
dOj es igual a 15 km. Teniendo en cuenta que el mensajero recorre 
a pie 5 km por hora, y en una barca, remando, 4 km por hora, decir 
en qué punto de orilla debe desembarcar para llegar al campamento 
lo más pronto posible. 

1247. Un faról debe ser colgado exactamente encima del centro 
de una plazoleta circular de radio fí. ¿A qiié altura deberá estar el 
farol párg que ilumine, lo mejor posible, una senda que rodea la 
plazoleta?'(La iluminación de la plazoleta es directamente proporcio¬ 
nal al coseno del ángulo de incidencia de los rayos luminosos e inver¬ 
samente'proporcional al cuadrado de distancia que media entre el 
fóco luminoso y "la plazoleta en - mención.) ' 

1248. En un segmento de longitud l que une dos manantiales 
de luz de intensidad luminosa /, e hallar el punto peor ilumi¬ 
nado. 


7 * 
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;,1249. Un cuadro de altura 1,4 m cuelga de la pared de modo que 
su borde inferior está 1,8 m por encima del radio de la vista de un 
observador. ¿A qué distancia de la pared debe colocarse el observador 
para que su posición sea la más ventajosa para contemplar el cuadro 
(es decir, para que el ángulo visual sea el mayor posible)? 

1250. Una carga de peso P situada en un plano horizontal debe 
sor desplazada bajo la acción de la fuerza P aplicada a ella. La fuerza 
de rozamiento es proporcional a la de que aprieta el cuerpo contra 
el plano y tiene la dirección opuesta a la de la fuerza que desplaza 
el cuerpo. El coeficiente de proporcionalidad (el coeficiente de roza¬ 
miento) es igual a fe. ¿Qué valor debe tener el ángulo <p formado entre 
el horizonte y la fuerza F aplicada para ,que el valor de ésta resulte 
el menor posible? Hollar el valor mínimo de la fuerza de desplaza¬ 
miento. 

1251. La velocidad con la que pasa el agua por un tubo cilindri¬ 
co es directamente proporcional al llamado radio hidráulico R, que 
se calcula mediante la fórmula R = —, donde S es el úrea de sección 

P 

del flujo del agua dentro del tubo, p es el perímetro de la sección de) 
tubo hundido en el agua. La proporción (o el grado) en que el agua 
llena el tubo, se caracteriza por el ángulo central que se apoya sobre 
la superficie horizontal del agua córlente. ¿Cuál ha de ser esta propor¬ 
ción para que la velocidad del paso del agua sea la mayor posible? 
(Al resolver el problema, aparece una ecuación transcendente cuyas 
raíces lian de ser halladas gráficamente). 

1252. En una página de un libro el texto impreso debe ocupar 
£cm s . Los márgenes superior e inferior deben ser iguales satín, los 
de izquierda y de derecha, iguales a b cm. Si tomamos en considera¬ 
ción sólo la economía del papel, ¿qué dimensiones de la página serían 
las más ventajosas? 

1253*. Un embudo cónico, de radio de base R y altura ¡í está 
lleno de agua. Una esfera pesada está sumergida en el embudo. 
¿Cuál ha de ser el radio de la esfera^ para que el volumen de agua 
expulsada del embudo por la parte sumergida de la esfera, sea el 
mayor posible? 

1254. Una parábola tiene su vértice situado sobre una, circunfe¬ 
rencia de radio R, y el eje de la parábola sigue la dirección del diá¬ 
metro. ¿Cuál ha de ser el parámetro de la parábola para_ que el área 
del segmento limitado por la parábola y la cuerda común para ésta 
y la circunferencia, sea la mayor posile? (El área del segmento parabó¬ 
lico simétrico es igual a dos tercios del producto de su base por la altura.) 

1255. Un plano, paralelo a la generatriz, corta un cono cuyo 
radio de base es R y cuya altura, H. ¿Cuál ha de serla distancia entre 
la línea de intersección de dicho plano con el plano de la/base cónica 
y el centro de la base cónica para que el área de sección sea la mayor 
posible? (Véase también el ejercicio anterior.) 
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1256. Sea dada la parábola y 1 = 2 px y la normal en un punto P. 
¿Dónde debe estar situado el punto P para que el segmento de la 
normal situado dentro de la curva tenga la longitud mínima? 

1257. El segmento de la tangente a una elipse comprendido 

entre los ejes, tiene longitud mínima. Mostrar que la tangente se 
divide, en el punto de contacto, en dos partes iguales a los semiejes 
de la elipse, respectivamente. .... 

1258. Demostrar que la distancia entre el centro de la elipse 
y cualquier normal no es superior a la diferencia de los semiejes. 
(Es conveniente recurrir a la expresión paramétrica de la elipse.) 

1259. En el sistema de coordenadas rectangulares xOy vienen 

dados el punto (a, b) y la curva y = / (x). Mostrar que la distancia 
entre el punto constante (a, b) y la variable (x, / (x)) puede alcanzar 
su extremo sólo siguiendo la dirección de la normal a la curva y = 
= / (*)• _ 

Se llama función primitiva de la función / (x) a la función F (x) 
cuya derivada es igual a la dada: F' (x) — / (x). 

En los ejercicios 1260—1262 mostrar (derivando y sin derivar) 
que las funciones dadas son primitivas de una misma función. 

1260. y = ln ax e y — ln x. 

1261. y = 2 sen s x e y = — eos 2x. 

1262. y = (e*+e- x ) 5 e y = (e* — «-*)*. 

1263*1 Mostrar que la función 

y — eos 2 x -feos* (-^-+x)— cosxcos *) 

es constante (es decir, no depende de x). Hallar su valor. 

1264. Mostrar que la función y = 2 arctg x+aresen - z - es 

constante cuando x 1. Hallar el valor de esta constante. 

1265. Mostrar que la función 

y = « rccos a + ftes* - 2 arC, S \V 

donde 0 < b ^ a es constante cuando x ^ 0. Hallar el valor de esta 
constante. 

1266. Comprobar que las funciones -i-® 1 *» ®*shxy e* ch x difie¬ 
ren en una magnitud constante. Mostrar que cada una de las funcio¬ 
nes indicadas es una función primitiva con respecto a la fun¬ 
ción e". 
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§ 3. Aplicación de la segunda 
derivada 

Extremos 

Aplicando el concepto de la segunda derivada, hallar los extre¬ 
mos da.rlqs,funciones que se indican en los ejercicios 1267—1275. 
'r 1267. y => Á 2 axt + asx (a > 0). 

1268. 1269.j/ = .t+ 4 (a>0). 

1270. y=bx+YT^i. 1271. y = xV2-i*. 

1272. y~chai. 1273. y = iV 

1274. y = 1275 . y~x*. 

1276. ¿Para qué valor de a la función 

f (x) a sen x + sen 3x 

tiene el extremo para x =* n/3? ¿Será máximo o mínimo? 

1277. Hallar los valores de a y ó para los cuáles lá función • 

y => a ln x-f bx t + x 

tiene extremos en los puntos x, = 1 y x, = 2. Mostrar que para estos 
valores de a y i la función dada tiene el mínimo en el punto x,, 
y el máximo en el punto x,. 


Convexidad, concavidad, puntos de inflexión 

1278. Aclarar si es convexa o cóncava la línea y x 1 — 5x? — 
— 15x 2 4-30 en los entornos de los puntos (1, 11) y (3, 3). 

1279. Aclarar s¡ es convexa o cóncava la línea y = arctg x en 
los entornos de los puntos-(l, h/4) y (*—í,n/4). 

1280. Aclarar si es convexa o cóncava la línea y = X* ln x en 

los entornos de los puntos (l, 0) y (l/e?,-> —2/e‘). - _ '. 

1281. Mostrar que la gráfica de la función y = x arctg x es cón¬ 
cava en todas partes. ...... ■ 

1282. Mostrar que la gráfica de Ih función y — ln (i* — T) éS 
convexa en todas paites. 

1283. Demostrar que, si la gráfica de la función es convexa -en 
todas partes o cóncava en todas partes, la función referida -.puede 
tener no más que un valor extremo. 
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- ¡ 1284. Sea P (x)' un. polinomio de coeficientes. positivos y expo¬ 
nentes pares. Mostrar que la gráfica de la función y = P (x) .+ 
+ ax -r b es cóncava en todas partes. -. : • . 

.1285. Las líneas y — q(i)e if-..(x) son cóncavas sobre el 
intervalo'(a,. 6 ). Demostrar que- sobre dicho intervalo: a) la línea 
y = tp (x) + i|/(x).es cóncava; b) si q> (i) y j|> (a) son positivas y tie¬ 
nen un punto mínimo común, la línea y = 9 (x) i¡> ( x ) es cóncava, 
vil 1286. Mostrar:qué aspecto ofrece la gráfica de la función .si se 
sabe ique -en él .intervalo v.(a, 6 ):. .. 1 

1 ) y > 0 , y' > 0 ,. y-< 0 ;. 2 ) y > 0 ,' y' < 0 , ,y" > 0 ; . 

3) y < 0, y‘. > 0, y’ > 0; .4) y > 0, y'.< 0/y" <0, 

o-En: los ejercicios 1287.—1300 hallar los . puntos <dei inflexión, 
intervalos de concavidad y de convexidad de los gráficas ¡ do las 
funciones que se indican. 

1287. y = x 3 - 5r J + 3* - 5. 1288. y = (x + 1)* + eK 

1289. y - x* —12*» + 48** - 50. 

1290. ;/ = * + 3&r* -2r* -**• 

1291. y = 3** ■. - Sx* + 3i - 2. 

1292. y = (x + 2)* + 2x + 2. 1293.' («>0)- 

1294. y-a-¡/7=b. 1295. y-e"»* (--. 

íéátí. y-ln(1+a4). 1297. y = |ln^ 

1298. y-a~y (x-b?. 1299. „_«•«««* 

1300. y =,x* .(1.2 ln* -7). 

1301. Mostrar que la línea y «- -jy?¡rr tiene lres P untos de 

ihflélión que están situados en una misma f recta. 1 , • . 

1302. Mostrar que los puntos de inflexión de la^ linea jr"** 

= isfen'j están situados en la.línea y“(4 + **) = 4*’. ' i .„ 

1303. Mostrar que los puntos de inflexión de la línea y = - se " 1 ■ 


están situados en la linea y 4 (4 + x*) = 4. 

1304. Confirmar que las gráficas de las funciones y — ±e~* 
ej = e~* sen x (la curva de oscilaciones amortiguadas) tienen tan¬ 
gentes-comunes,en los puntos de inflexión de la linea y = ey'sen x. 

1305. ¿Para 'qué valores de a y b el punto (1, 3) es el de infle¬ 
xión de la línea y = ax 3 + !>z 5 ? 

1306. Elegir a y (1 tales que el punto A (2; 2,5) sea el de infle- 
xión'de la línea x 3 y ff- ax + jly = 0. ¿Qué otros puntos de inflexión 
tiene la línea referida? 

1307. ¿Para qué valores de a tiene puntos de inflexión la gráfica 
de la función 1 / = e x + ai 8 ? 

. y/í 
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1308. Demostrar que la abscisa del punto de inflexión en la 
gráfica de una función no puede coincidir con el punto del extremo 
de esta misma función. 

1309. Demostrar que entre dos puntos de extremo de cualquier 
función derivada dos veces está situada por lo menos una abscisa 
del punto de inflexión de la gráfica de la función. 

1310. Comprobar lo siguiente, tomando la función y = x l + 
+ 8z s + 18x* + 8 como ejemplo: entre las abscisas de los puntos 
de inflexión de la gráfica de la función puede no haber puntos de 
extremo (comparar con el ejercicio anterior). 

1311. Observando y examinando 1a gráfica de la función (véase 
la fig. 30) indicar el aspecto de las gráficas de su primera y segunda 
derivadas. 


1312. Hacer lo mismo con respecto a la gráfica de la función 
presentada en la fig. 31. 

1313. Indicar el aspecto de la gráfica de la función examinando 
ia gráfica de su derivada (véase la fig. 32). 
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1314. Indicar el aspecto de la gráfica de la función examinando 
la gráfica de su derivada (véase la fig. 33). 

1315. La línea viene dada en forma paramétrica por las ecuacio¬ 
nes x — q> (t), y = i|> (¡)- Mostrar que a los valores de t para los 

cuales la expresión — ^ ~ ^ 11 cambia de signo (la prima designa 
la derivación con 'respecto a t) y f' (í) s* 0, les corresponden los 
puntos de inflexión’; de la línea referida. 

1316. Hallar los puntos de inflexión para la línea x — l 2 
=■ 3í + i*. 

1317. Hallar los puntos de inflexión para la línea x = e‘ 

«= sen t. 


y 
y = 


. t ,, _ 


§ 4. Tareas complementarias. 
Resolución de ecuaciones. 


Fórmula de Cauchy y regla de L'hospital 

1318. Escribir la fórmula de Cauchy para las funciones / ( x) «■ 
= sen x y (p (x) “ ln x en el intervalo (a, 6], 0 < a < 6. 

1319. Escribir la fórmula de Cauchy para las funciones / (x) = 
=■ e ix y <p (x) = 1 + e* en el intervalo (a, 61. 

1320. Comprobar la validez de la fórmula de Cauchy para las 
funciones / (x) *= x* y <p (x) = x* + 1 en el intervalo [1, 21. 

1321. Comprobar la validez de la fórmula de Cauchy para ias 
funciones / (x) = sen x y <p (x) = x + eos z en el intervalo (0, n/21. 

1322. Demostrar que si en el intervalo la, .61 se cumple la expre¬ 
sión | /' (x) 1 | <p' (x) |, y <p' (a) no se reduce a cero, también 
será válida la expresión | A/ (x) | ^ | A(p (x) |, donde A/ (x) = 
= f(x + Ax) —/ (x), A<p (x) = <p (x 4- Ax) — <p (x), y x y x + Ax 
son cualesquiera puntos del intervalo la, 61. 

1323. Demostrar que en el intervalo Ix, l/2[ (x > 0) el incre¬ 
mento de la función y = ln (1 -I- z 1 ) es menor que el de la función 
y = arctg x, y en el intervalo [1/2, xl, viceversa, es decir, A arctg x< 
< A ln (1 +x 2 ). Valiéndose de esta última relación mostrar que 
en el intervalo [1/2, 1] 

arctg x — ln (1 + x*) ^ -2-ln 2. 


En los ejercicios 1324 —4364 hallar los límites. 

,324. lint ~yi . 1325. lím-*^. 

x-»a y x — y a i-*o x 


1326. lím 

a-0 


g*—1 

sen x 


1327. lira 


g**—coacta: 
e**—cospx 
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1328. lím 1 " 0 " 181 . . 

x-o x 

1329. lím 

133ü - - 

1331. lím 

X-M» 

1332. lím 9^-. ' , 

x — o 

1333. lím 

x -0 

1334. lím . 

*-# . ,, , 

1335. lím 

•x-0 

1336. lím ■ y- 

*-0 rV'- 1 * 

1337. lím 

x-*a 

1338. lím,t-_^.. .. , 

1339. lím 

' ££.’ x -0 


**W7/T.¡ríT 1 ) 
1340. lím- 3 -■ 


1342 

1343. 

1345. 

.‘1347. 

1348. 

1350. 

1352. 

1354. 

1355. 

1358. 


lím 

isr®. br . 1 

-lo ¡l+ i)‘ —4i,+ 2*»—J^ + I 4 

■.lis y ■«•?»*-<*+** 


l/ sen lix 
n — 2arctgx 

M 1+ t) 

a*-6* 

£•*—d* 

V* 


ln (r* —r°) 
í'g *—e* 


Í341?ifaÍ^i¿ 


. » * 


)nsen 2 í 1 *- 1 * ' 

y&iW" ■ „ 

ill» ■', - . ."• 

límI (jx — 2arctg x) lili). 


4344. 

- 'Í 

1346. lím ,(í"Ó-. 


limasen ^-]. 1349. 

lím . 1351. lim (¿“I#*) * 


lím 

’x-O 


í 353. .lím- 


)'■ 

, n 


ü. JUU-- - 

*~ l C 0 s- 2 “ln ( 1 —x) 

»• .A 4 V - o ■ í 

lím 1 /K+iJ (fr+i) le-t^s) -x]._ , 

líni[*<e=^i)). -1356; lím fA 3- ): 1357. lía» (tgi) ¡ ** n 

»—» ^ *-« .¡Ti 1 ’ 

Hnvi*“< 1359. lími"**-». 136a.Jím ; (Í) l8X . 

•*Ü&T^V -vno^í,' 
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1361. lím (<*+«)* _ i: 

x-»0'. , .• x 

1363. Iím (l+4r)V . , i¡ 

00 X ~ 

1365. Comprobar que lím ~ ~ ■■ 

X-+0O x “t“ 5611 x 

ceptible de 'ser calculado ¡de. acuerdo con la reglo de L'Hospital. 

1366. ¿El valor de qué función 'i 

(para valores suficientemente grandes ,, t^ i. 

de x ) es mayor: «¥' o **?>“” ' • N 

1367. ¿Los valores de qué función S 

(para valores suficientemente grandes /' \ 

de x) son mayores; / (i) o ln f (x) o/f ' 

cuando / (x) -*-oo, para x ->-oo., — ^ I - — 1 - A 

1368. Sea x -*-0. Demostrar que \ r i 

c — (1 + ,.T)"es una ihfinitesiinal de N. / 

primer orden respecto ajt. , . . ' . ' :N -— 

1369. Sea x -*-0. Demostrar que 

ln (1 + x) — elnln(e + x) es una p¡ g . 34 

infinitesimal de segundo orden res¬ 
pecto - 

1370. La tangente trazada en el punto A a una circunferencia de 
radio r (véase la fig. 34) lleva marcado un segmento AN cuya longi¬ 
tud es igual a la del arco AM. La recta MN corta la prolongación 
dél diámetro A O en el punto B. Comprobar que 

Q gj= M n c«a->na) ... 

' !í«c-a' ’ 

donde a es la medida en radianes del ángulo central correspondiente 
al orco AM, y mostrar que línu OB =',2í]. '| 

• a —0 


ln (1 1 


existe. 


Variación aslnlótica He las funciones 
y asíntotas de las líneas 

1371. Partiendo directamente de la definición, comprobar que 
la recta y = 2x -t- 1 es una asíntota de la línea 

2**+x 3 -M • ' 

y- 3 • 

1372. Partiendo directamente de la definición, comprobar que 
la recta it!/ = 0 es una asíntota de la línea x 2 y ,-f- xy* = 1. 

1373. Demostrar que las líneas p=* yx’ + ’áx 2 0 y — ^zj se 
aproximan asintóticamente cuándo ir—*- ±’bo. 
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1374. Demostrar que las funciones 


/(x)-V**+ 2 *‘ + 7* a + l y cp(i) = i 3 +a: 

son equivalentes asintóticamente cuando x —+■ oo. Valiéndose de 
esta circunstancia calcular aproximadamente / (115) y / (120). 
¿Cuál sería el error si pusiéramos f (100) «= <p (100)? 


En los ejercicios 1375—1391 hallar las asíntotas de las líneas 
dadas. 


‘ 375 . £-£- 1 . 

‘377. 

1379. 2y (x + l ) 3 = x *. 
1381. y* = 6 x‘ + í*. 

1383. xy 3 •+■ x 3 y =■ a 3 . 

1384. y ( x 3 -3 bx + 26 a ) = 

1385. (p+*+l)*=**+l. 

1387. y = xe*. 

1389. y = x arcsec x. 


1376. xy — a. 

1378. y = e+- ( ¿ 

1380. y 3 = a 3 - x 3 . 

1382. y 3 (** + 1) = ** (* a - !)•' 

x 3 _ 3ax s + a a. 

1386. p = *ln (e + -j). 

2 

1388. y = xe* + 1. 

1390. y = 2* + arctg-|-. 


1391. . donde f(x) os un polinomio, (a^O). 

1392. Una línea es dada paramétricamente por las ecuaciones 
x = cp (í), y = t|> (1). Demostrar que las asíntotas no paralelas 
a los ejes de coordenadas pueden existir sólo cuando para los valores 
de í = í 0 , existen simultáneamente 


lím <j¡ ( 1 ) ■= 00 y lím i()(í)— 00 . 
1—io t-to 


Si la ecuación de la asíntota es y 


a-lím|f 
1-10 ?<' 


b = 


= ax + b, se tiene 

lím [i)>(í) —dtp ( 1 )J. 
l-lo 


¿Cómo se podrían hallar las asíntotas paralelas a los ejes de coor¬ 
denadas? 

1393. Hallar las asíntotas de la línea: 2 = 7 , y=> 7 ^ 7 . 

1394. Hallar las asíntotas de la línea: 3 = 737 . y = 

1395. Hallar las asíntotas de la linea: 1 = 737 , 
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3o» 


y = 


1396. Hallar las asíntotas del folio de Descartes: x = jj ^¡3 
1-M 3 ' 


(—8 8 
1397. Hallar las asíntotas de la línea: x=- ¡z — , y= 


Análisis general de las funciones y de las líneas 

En los ejercicios 1398—1464 efectuar un análisis exhaustivo 
de las funciones que se indican y trazar sus gráficas. 


1398. 


1399. i/ = 



1400. y = 

1401. y (x — l)(x—2) (x— 3) = 1. 

1402. ¡ 

1404. ¡/ = 32x*(x*—l) s . 

1405. ¡, = l + 4x*. 

1406. y — 

1408. y =■-$=& ■ 

1410. y(x—i)—x 3 . 

1412. y =g^f. 

1414. xy=(x*— l)(x—2). 

1416. y^. 

1418. 

1420. j/ = In(x*-t-l). 

1422. y-xV*. 

1424. !/ = 7 ¿T- 
1426. » = ( 1+t) 1 ' 

1428. y = xsenx. 

1430. y — eos x — ln eos x. 


1403. y = (x* — l) 3 . 




1409. P 

1411. ¡/(x 3 — l) = i 4 . 

¿ + 2xl+lz-i 

1413. y=- 23 - 

1415. (y-x)x *+8 = 0. 
1417. y=>3?e~ z . 


1419. y*=x— ln(x-{-l). 
1421. y = xV* a . 

X» 

1423. y = xe'~- 

1425. y = x+-^-. 

1427. ¡/ = x+senx. 

1429. y = lncosx. 

1431. y = x — 2arctgx. 
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1432. p = e x2-<a:+J (sin buscar puntos de inflexión). 

1433. y-=e 3enx —senx (sin buscar puntos de inflexión). 


1434. y=-y~x*-x. 

' 1436. (3y -P x) J = 27x. 

1437. y~y\x+ 

' •' 2 

1438. y=(x— l) 3 (*-(-l) 3 . 

0 1440. (y-xf~3*. 

1442. ¡ / 1 = z 3 4-l. 

1444. ¡/ 2 = x(x—1)». 

1446. y> = ^-. 


1435. y 3 = z 2 (z 2 -4) 3 . 


1439. y 3 = 6x i -x*. 
1441. (¡,-z») 2 =»z“ 
1443. y*^z? — x. 
1445. y 2 = x*(x- 1). 

1447. x 2 ! H-* ¡ / l = 2. 


1448. y t — xZ ‘ > a _ x (estrofoide) (a>0). 

1449. 9p 2 «=4z 3 — z*. 1450. 25¡/ 2 = x 2 (4 — x 2 ) 3 

1451. y 2 = a?-x*. 1452. zV=4(í-l). 

1453. ^(20 —z)=z 3 (cisoide) (n>0). 

1454. xy=(x-l)(z-2). 

1455. x 2 y 2 = (a + x) 1 (a — x) (concoide) (a>0). 


1456. 16i/ 2 =(z 2 —4) 2 (1—z 2 ). 
1458. y 2 x‘ = (z 2 -l)’. 

i 

1460. y — (^ —z. 

1462. /.(z) = i^-,/(0)=l 


1457. y 2 = (l-z 2 ) 3 . 
1459. y 2 = 2exe~ rc . 

1461. y^e* 1 . 


1463. y — 1 — xe~ • * I ” * cuando x=?fc0, y = 1 para x = 0. 

1464. ¡, = x 2 -4|x| +3. 

En los ejercicios 1465—1469 analizar las funciones dadas en 
forma paramétrica y trazar sus gráficas. . ' 

1465. z = i s + 3í + 1, y = <*-3f + l. 

1466. x = í 3 — 3n, y = f a —6arctgt. 

1467 . *=■£?,' 


1468. x = te‘, y*=te-‘. 

1469. x = 2(i eos t — a eos 2 1 , 
dioide). 


2a sen t — a sen 2 f (car- 
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En los ejercicios 1470—1477 analiiar las líneas cuyas ecuaciones 
son 1 dadas en el sistema de coordenadas polares (véase la nota en la 
pág. 31).. 1 

1470. p'= a seri 3<p (rosa de tres pétalos). 

1471. p=atgq>. 1472. p'=c (1-f tg q>). 

1473. p = a (1 + eos <p) (cardioide). 

1474. p = <z(l-bócosíp) (a> 0, ó>1). 

1475. ,p(lituo), 

1476. p = -~ arctg . 

1477. p=y r l — t 2 , (p = arcsen< + ]/^l— t 2 . 

En los ejercicios 1478—1481 analizar y construir las,líneas des¬ 
pués de haber reducido bus . ecuaciones al sistema de coordenadas 
polares. . 

1478. (x 3 + tí , r - 4o**V- 1479. (** + i/ 1 ) * = «V 

1480. x* + y* — a 1 (x 2 + y ! ). 

1481, (** + y 1 ) (x* - y 5 )* =4*y. 


Resolución de ecuaciones 

1482. Comprobar que la ecuación z 8 — x 8 — 8 x + 12 = 0 tiene 
sólo una raíz simple x, = —3 y la otra, doble x 3 = 2. 

1483. Comprobar que la ecuación z* 4- 2x 8 .— 3 * 1 — 4z + 4 = 0 
tiene dos raíces dobles i, = 1 y i, = — 2 . 

1484. Mostrar que la ecuación z aresen x *- 0 tiene, sólo una 
raíz real x =,0 siendo ésta doble. 

1485. Mostrar que. las raíces de la ecuación x seu x — 0 tienen, 
la forma y — kit (k = 0 , ± 1 , ± 2 , , . .), correspondiendo al, valor 
k *■* 0 una raíz dóble. ¿Cuál es la multiplicidad de las demás raíces? 

1480. Mostrar que la ecuación z* — 3x 2 + 6z — 1=0 tiene 
sólo una raíz real simple perteneciente al intervalo (0, 1). Hallar 
esta raíz, con exactitud hasta 0 , 1 . aplicando el método de pruebas. 

1487. Mostrar que la ecuación x* + 3x" — x — 2 = 0 tiene 

dos, y sólo dos, raíces reales simples pertenecientes a los intervalos 
(—1, 0) y (0, 1), respectivamente. Aplicando el método de pruebas, 
hallar estas raíces con exactitud hasta 0 , 1 - ¡ 

1488. Mostrar que la ecuación / (x) = a =£ 0, donde / (z) es un 
polinomio de coeficientes positivos, siendo impares los exponentes 
de todos sus términos, tiene una, y sólo una, raíz real, que puede 
ser múltiple. Analizar el caso de a = 0. Hallar la raíz de la ecua¬ 
ción x 3 -I- 3z — 1 = 0, con exactitud hasta 0,01 y combinando el 
método de pruebas con el de cuerdas. 
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1489. Demostrar el siguiente teorema: para que la ecuación 

x* + px q = 0 tenga tres ralees reales simples, es necesario y sufi¬ 
ciente que los coeficientes p y q satisfagan la desigualdad 4 p 3 + 
-f 27g J < 0. Hallar todas las raíces de la ecuación i 3 — 9x + 2 = 
= 0, con exactitud hasta 0,01 y combinando el método de pruebas 
con el de cuerdas. , 

1490. Mostrar que la ecuación x‘ + 2x s — 6x + 2 = 0 tiene 
dos, y sólo dos, raíces reales simples pertenecientes a los intervalos 
(0, 1) y (1, 2), respectivamente. Hallar estas raíces con exactitud 
hasta 0,01 combinando el método de cuerdas con el de tangentes. 

1491. Mostrar que la ecuación t? + 5x + 1 — 0 tiene una raíz 
real simple perteneciente al intervalo (—i, 0). Hallar esta raíz 
con exactitud hasta 0,01 combinando el método de cuerdas con el 
de tangentes. 

En los ejercicios 1492—1497 deben, hallarse los valores aproxi¬ 
mados de las raíces de las ecuaciones combinando los tres métodos: 
el de pruebas, el de cuerdas y el de tangentes. (En caso necesario 
conviene usar tablas de los valores de las funciones que figuren en 
las ecuaciones). 

1492. Mostrar que la ecuación xe x => 2 tiene solamente una raíz 
real perteneciente al intervalo'(0, 1). Hallar esta raíz con exactitud 
hasta 0,01. 

1493. Mostrar que la ecuación x ln x — a no tiene raíces reales 
cuando a < —1/e, tiene una raíz real doble cuando a = —1/e, 
dos raíces reales simples cuando —\lt < a < 0 y una raíz real simple 
cuando a ^ 0. Hallar la raíz de la ecuación zlnz» 0,8 con exacti¬ 
tud hasta 0,01. 

1494. Mostrar que la llamada ecuación de Kepler x = e sen x + 
+ o, donde 0'< e < 1 tiene una raíz real simple. Hallar esta raíz 
con exactitud hasta 0,001 para e — 0,538, y a = 1. 

1495. Mostrar que la ecuación a* = ax para a > 1 siempre tiene 
dos, y sólo dos, raíces reales y positivas, siendo una igual a 1 y otra, 
menor, mayor o igual a 1, lo cual depende de si a es mayor, menor 
o igual a e. Hallar la segunda raíz do esta ecuación con exactitud 
hasta 0,001 cuando a = 3. 

1496. Mostrar que la ecuación x 4 arctg x - a, donde .a ^ 0, 
tiene una raíz real. Hallar esta raíz con exactitud hasta 0,00i.cuando 

fl es 1, . 

1497. ¿Cuál ha de ser la base a de un sistema de logaritmos en el 
que existen números iguales a sus logaritmos? ¿Cuántos números de 
oste 'tipo puede haber? Hallar este número (con exactitud hasta 
0 ,01) para a = 1/2. 
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§ 5. Fórmula de Taylor 
y su aplicación 

Fórmula de Taylor para los polinomios 

1498. Desarrollar el polinomio x 4 — 5x s + x 2 — 3a: + 4 en po¬ 
tencias del binomio x — 4. 

1499. Desarrollar el polinomio x * + 3x* — 2x + 4 on potencias 
del binomio x + 1. 

1500. Desarrollar el polinomio x 111 — 3Z 4 1 en potencias del 

binomio x — 1. , 

1501. Desarrollar la función f (x) = (x* — 3x + l) 3 en poten¬ 
cias de z, aplicando la fórmula de Taylor. 

1502. / (x) es un polinomio do cuarto grado. Sabiendo quo / (2) = 
= -1, f (2) = 0, r (2) = 2. r (2) = -12, />v (2) = 24, calcular 

/ (-D, /' <o>. r (i). 


Fórmula de Taylor 

1503. Escribir la fórmula de Taylor de n-ésimo orden para la 
función y = —cuando x 0 = —1. 

1504. Escribir la fórmula de Taylor (la de Maclaurin) de n-ésimo 
orden para la función y =- xe* para x 0 — 0. 

1505. Escribir la fórmula de Taylor de n-ésimo orden para la 
función y = V x cuando z 0 = 4. 

1506. Escribir la fórmula de Taylor de 2n-ésimo orden para la 

función y = * cuando z„ = 0. 

1507. Escribir la fórmula de Taylor de n-ésimo orden para la 
función y — x 3 ln x cuando x„ = 1. 

1508. Escribir la fórmula de Taylor de 2n-ésimo orden para la 
función y •= sen 2 x cuando x 0 = 0. 

1509. Escribir la fórmula de Taylor del 3 er orden para la fun¬ 
ción y — cuando x 0 = 2 y construir las gráficas de la función 
dada y de su polinomio de Taylor de tercer grado. 

1510. Escribir la fórmula de Taylor de 2° orden para la función 
y — tg x cuando i, = 0y construir la gráfica de la función dada 
y de su polinomio de Taylor de segundo grado. 

1511. Escribir la fórmula de Taylor de 3" orden para la función 
y — arcsen x cuando x„ = 0 y construir la gráfica de la función 
dada y de su polinomio de Taylor de tercer grado. 

8-0176 
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1512. Escribir la fórmula de Taylor, de 3 er orden para la función 
y = _í_ cuando i,»l y construir la gráfica de la función dada 

y do su polinomio de Taylor de tercereado. 

1513*. Demostrar que el número 9 en el término complementario 
de la fórmula de Taylor de primer orden 

/ (a + h) = / (o) + hf (o) +y f‘ (« + 0*0 

tiende a 1/3 para h ->-Q, si /’ (z) es continua para x = ayf (n) ¥> 
0 . 

Algunas aplicaciones de la fórmula de Taylor 

En los ejercicios 1514-1519 analizar el comportamiento de las 
funciones dadas en los puntos que se indican. 


■ 2z* — X a + 3 en el punto x = 0. 

, x u + 3a:« + 1 en el punto x = 0. 

■ 2 eos x + x* en el punto x = 0. 

, 6 ln x -* 2Z 3 + 9^* — 18z en el punto . 
= 6 sen x + & en el P unto * = 0. 

= 24e x — 24* — 12z s — 4z> — z 1 — 20 en 


= 1 . 

el punto 


1514. y 

1515. y 

1516. y 

1517. y 

1518. y 

1519. y 

* 1520. / te) = z 10 — 3.r a + x- + 2. Hallar los tres primeros tér¬ 
minos del desarrollo por la fórmula de Taylor para x 0 = 1. Calcular 

aproximadamente f (1,03). , ._ • 

1521. f (x) — x s — 2z ! -r 5x 8 — x + 3. Hallar los tres jin- 
meros términos del desarrollo por la fórmula de Taylor para i 0 — ¿. 
Calcular aproximadamente f (2.02) y / (1,97). 

1522. / (x) — z 80 — + z* g . Hallar los tres primeros térmi¬ 

nos del desarrollo de / (z) en potencias de x — 1 y calcular aproxi¬ 
madamente / (1,005). . , 

1523. f ( x ) = z» - 5z 8 + z. Hallar los tres primeros términos 
del desarrollo en potencias de z - 2. Calcular aproximadamente 
/ (2,1). Calcular / (2,1) exactamente y hallar los errores absoluto 

^ 1524. Comprobar que calculando los valores de la función e 
para 0 < z < 1/2 con arreglo a la fórmula aproximada 

e'«l+i + |+ | 

so comete un error menor que 0,01. Valiéndose de ello, hallar Y e 
con tres cifras exactas. ■ 

1525. Valiéndose de la fórmula aproximada e »l+z+ 

y calcular el error. 




! hallar 

y e 
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1526. Comprobar que para los ángulos menores que.28° el error 

que resultaría de haber tomado la expresión x — en vez 

de sen x, sería menor que 0,000001. Valiéndose de ello, calcular 
sen 20° con seis cifras exactas. 

1527. Hallar el eos 10° con exactitud hasta 0,001. Mostrar que 
es suficiente tomar la correspondiente fórmula do Taylor de segundo 
orden para alcanzar la exactitud indicada. 

1528. Aplicando la fórmula aproximada 

ln (1 +*) » *—^ +-^- — j- 
ballar el ln 1,5 y calcular el error. 


§ 6. Curvatura 

En los ejercicios 1529—1536 hallar la curvatura de las líneas 
que se indican. 

1529. De la hipérbola xy = 4 en el punto (2, 2). 

1530. De la elipso en los vértices. 

1531. y — X a — 4x* —l&r 2 en el origen de coordenadas. 

1532. y" — Sx en el punto (9/8, 3). 

1533. y = ln x en el punto (1, 0). 

1534. y = ln (x + V'i + x") en el origen de coordenadas. 

1535. y = sen x en los puntos correspondientes a los extremos 
de la función. 

1536. Del folio de Descartes x* + y 3 = 3 axy en el punto 



En los ejercicios 1537—1542 hallar la curvatura de las líneas 
que se indican en un punto cualquiera ](*, y). 

1537. y=x 3 . 1538. —^ = 1. 1539. p — Insecx. 

2 2 2 

1540. = 1541. ¿L-f-EL-l. 1542. y=achi. 

En los ejercicios 1543—1549 hallar la curvatura de las líneas 
que se indican. 

1543. x = 3 t 3 , y = 31 — t 3 para l = 1. 

1544. x = a eos 3 1, y <= a sen 3 1 para t = t¡¡ 

1545. x = a (eos t + í sen t), y = a (sen t — l eos í) para t = 
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1546. x = 2a eos t — a eos 2 l, y = 2a sen t — a sen 2¿ en un 
punto cualquiera. 

1547. p == a 9 on el punto p = 1, (p = 0. 

1548. p = a<p en un punto cualquiera. 

1549. p = a<p l ‘ en un puntó cualquiera. 

1550. Hallar el radio de curvatura de ia elipse -jj + -p- = 1 

en el punto en que el segmento de la tangente entre los ejes de coor¬ 
denadas se divide en dos partes iguales por el punto de contacto. 

1551. Mostrar que el radio de curvatura de la parábola es igual 
al segmento doble de la normal comprendido entre los puntos de 
intersección de la normal con la parábola y su directriz. 

1552. Mostrar que el radio de curvatura de la cicloide en cual¬ 
quier punto suyo es dos veces mayor que la longitud de la normal 
en el mismo punto. 

1553. Mostrar que el radio de curvatura de la lemniscata p- = 
= a s eos 2rp es inversamente proporcional al radio polar corres¬ 
pondiente. 

1554. Hallar la circunferencia de curvatura de la parábola y = 
=■ z a en el punto (1, 1). 

1555. Hallar la circunferencia de curvatura de la hipérbola 

zi/ = 1 en el punto (1, 1). , t 

1556. Hallar la circunferencia de curvatura de la línea y = e 
en el punto (0, 1). 

1557. Hallar la circunferencia de curvatura de la línea y = tg x 
en el punto (n/4, 1). 

1558. Hallar la circunferencia de curvatura de la cisoide (a' + 
-t- p a ) x — 2 ay 1 = 0 en el punto (a. a). 

En los ejercicios 1559—1562 hallar los vértices (es decir, los 
puntos en los cuales la curvatura toma su valor extremo) de las 
líneas que se indican. 

1559. Vx + V~y = Va- 1560. y = ln x. 

1561. y =e x . 

1562. x =* a (3 eos t + eos 3t), y = a (3 sen i + sen 3 1). 

1563. Hallar el mayor valor del radio de curvatura de la línea 

p =• a sen J -|-. • * • ' . 

1564. Mostrar que la curvatura en un punto P de la línea y = 
= / (z) es igual a | y' eos* a j, donde a es el ángulo formado por 
la tangente a la línea en el punto P con el eje positivo de las abscisas. 

1565. Mostrar qué la curvatura de una línea en un punto cual¬ 
quiera puede ser expresada por la relación le = j —J donde a 

tiene el mismo significado que en el ejercicio anterior. 

1566. La función / (z) está definida del modo siguiente: / (z) = 
= x 3 en el intervalo — oo < z < 1, / (z) = az a + te + c en el 




intervalo 1 < x < co. ¿Cuáles deben ser los valores de o, b, c para 
que la línea y = f (x) tenga una curvatura continua por todas partes? 

1567. Son dados el arco AM de la circunferencia de radio igual 

a 5 cuyo centro es el punto (0. 5), , „ 

y el segmento BC de- la recta que ■ j c, ".W/ 

une los puntos B (1, 3) y C (11, 66) / . 

(véase la fig. 35). Es-necesario unir el “¡Á I 

punto M con el punto B por un arco ss' I 

parabólico de modo que la línea vi MBC ■s' ¡ 

tengo la curvatura continua por todas z' 'H('.j) 

partes. Hallar la ecuación de la pa- j 

rábola buscada (tomar la parábola 
de quinto orden). I 

En los ejercicios 1568—1574 ha- --_ 

llar las coordenadas del centro de la m ~ 

curvatura y la ecuación de la evoluta „ 

para las líneas que se indican. g ' 

1568. Parábola de n-ésimo orden y = x". 


1569. Hipérbola -tt —-p- ■* 1. 1570. Astroide x : -f y 3 «t-a 1 

1571. Parábola semicúbica y 5 = ax l . 

1572. Parábola x = 3t, y = — 6. 

1573. Cisoide = 


1574. Línea 


x=a (1 + eos 2 í) sen t, 
y = a sen 2 ? cosí. 


1575. Mostrar que la evoluta de la tractriz 


— a (ln tg-í-|-cost) , y=>asení 


es una catenaria. 

1576. Mostrar que la evoluta do la espiral logarítmica p a® 
es exactamente la misma espiral, pero desplazada un poco con cierto 
ángulo. ¿Sería posible elegir un valor de modo que la evoluta coin¬ 
cida con la espiral? 

1577. Mostrar que cualquier envolvente do una circunferencia' 
puede ser engendrada desplazando una de ellas con un ángulo co¬ 
rrespondiente. 

1578. Mostrar que la distancia entre un punto de la cicloide 
y el centro de la curvatura del punto correspondiente do la evoluta 
es igual al diámetro doble del círculo generador. 

1579. La parábola semicúbica py 1 = ^ (x — 2 p)* sirve de 
evoluta de la parábola y 2 = Apx. Hallar la longitud del arco de la 
parábola semicúbica desde el «pico» hasta el punto (x, y). 
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1580. Hallar la longitud de la misma evoluta de la elipse cuyos 
semiejes son iguales a a y b. 

1581. Mostrar que la astroide x = a eos 3 1, y = a sen 3 1 tiene 
por evoluta una astroide de dimensiones lineales dobles y girada 
45°. Valiéndose de ello calcular la longitud del arco de la astroide 
citada. 

1582*. Mostrar que la evoluta de la cardioide x = 2 a eos l — 
— a eos 2í, y = 2a sen í — a sen 2< es también una cardioide seme¬ 
jante a la dada. Valiéndose de ello hallar la longitud del arco do 
toda la cardioide. 

1583*. Demostrar el siguiente teorema: si la curvatura del arco 
de cierta línea sólo crece, o bien solamente decrece, las circunferen¬ 
cias de la curvatura correspondientes a distintos puntos de dicho 
arco no se cortan y se hallan situadas una dentro de la otra. 


, § 7. Problemas de cálculo 

1584. Hallar el mínimo de la función j = i , +i* + i + 1 
con exactitud hasta 0 , 001 . 

1585. Hallar el máximo de la función y = x + ln x — z 3 con 
exactitud hasta 0 , 001 . 

1586. Hallar los valores máximo y mínimo de la función y = 
= x 3 + 3 cosz en el intervalo (0, y) con exactitud hasta 0,01. 

1587. Hallar los valores máximo y mínimo de la función y = 
= x — e * 1 en el intervalo (0,2; 0,5) con exactitud hasta 0,001. 

1588. Hallar las coordenadas del punto de inflexión de la línea 

, V = -^-(^- 62 * + 19x-30) 

con exactitud hasta 0 , 01 . 

1589. Hallar las coordenadas del punto de inflexión de la línea 

y =■ 6 x a ln x + 2x* — 9x* 

í 

con exactitud basta 0 , 01 . 

1590. Hallar la curvatura de la línea y = -¡ en el puntó de su 

i * " ■ '••• .y- v 

intersección con la recta y = x — 1 , con exactitud hasta 0 , 01 . 

1591. En la línea y — ln. x hallar, con exactitud hasta 0,001, 
las coordenadas'del punto en que el radio de. curvatura de la línea 
dada es tres veces mayor que la abscisa de este punto. 
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§ 1. Integral definida 
y sus propiedades más elementales 

1592. Expresar por medio de una integral el área de la figura 
limitada por las siguientes líneas: 

1) los ejes de coordenadas, la recta x = 3 y la parábola y = 
= x* + 1; 

2 ) el eje de abscisas, las rectas x = a, x = 6 y la línea y — 

- «* + 2 (b > a); 

3) el eje de abscisas y el arco de la sinusoide y = sen x corres¬ 
pondiente al primor semiperíodo: 

4) las parábolas ¡/“X a e y = 8 —X a ; 

5) las parábolas y = X a e y = V~x\ 

6 ) las líneas y = ln x e y = Ín a x. 

1593. La figura está limitada por el eje de abscisas y las rectas 
y — 2x, x = 4, x = 6 . Hallar las áreas de las figuras de n «esca¬ 
lones» entrantes y salientes, dividiendo el intervalo [4, 6 ] en par¬ 
tes iguales. Mostrar que si n crece infinitamente, las dos expre¬ 
siones obtenidas tienden a un mismo límite S, área de la figura. 
Hallar los errores absoluto y relativo al sustituir el área de la 
figura dada por las de las figuras de n «escalones» entrantes y 
salientes. 

1594. Un trapecio mixtilíneo de base [2, 31 está limitado por 
la parábola y = x a . Hallar los errores absoluto y relativo al susti¬ 
tuir el área dada por la de la figura entrante de 10 «escalones». 

1595. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y = rY2, las rectas x = 3, x = 6 y el eje de.abscisas. 

1596. Calcular el área del segmento de la parábola y = x 2 cor¬ 
tado por la recta y = 2x + 3. 

1597. Calcular el área del segmento parabólico de base a = 
= 10 cm y la altura h — 6 cm. (La base es una cuerda perpendicular 
al eje de la parábola, véase la fig. 36.) 
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1598. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y = x 1 — 4x + 5, el eje de abscisas y las rectas x = 3, x = 5. 

1599. Calcular el área de la figura Limitada por los arcos de las 
parábolas y = y e y = 3 — y. 

1600. Calcular el área do la figura limitada por las parábolas 

y = — 6z + 10 e y — 6 z — x a . 

1601. Calcular el área comprendida entre la 
parábola y = x* — 2 x + 2 , la tangente a ésta on 
el punto (3, 5), el eje de ordenadas y el de 
abscisas. 

1602. Un punto material efectúa el movimien¬ 
to a tina velocidad t> = 2f + 4 cm/s. Hallar 
la distancia recorrida por el punto en los prime¬ 
ros 10 s. 

1603. En la caída libre la velocidad v es 
igual a gt. Hallar la distancia recorrida ert los 
primeros 5 s de caída. 

1604. La velocidad del movimiento, que es proporcional al 
cuadrado del tiempo, era igual a 1 cm/s al finalizar el cuarto segun¬ 
do. ¿Cuál es la distancia recorrida en los primeros 10 s? , 

1605. Se sabe que la fuerza que ejerce la reacción a la extensión 
del muelle, es proporcional al alargamiento del mismo (ley de Hooke). 
Al extender uo muelle, lo hicieron 4 cm más largo, efectuando con 
ello un trabajo igual a 100 julios. ¿Qué trabajo se produciría al 
hacer el muelle 10 cm más largo? 

1606. Para que un muelle se haga 2 cm más largo, es necesario 
efectuar un trabajo igual a 20 julios. ¿Cuánto más largo se hará el 
muelle si se aplica un trabajo igual a 80 julios? 

1607. La velocidad v de la desintegración radiactiva es una fun¬ 
ción dada del tiempo: v = v (t). Expresar la cantidad m de la sus¬ 
tancia radiactiva desintegrada en el espacio de tiempo desde el 
momento 1T 0 basta el momento T x : a) aproximadamente, mediante 
una suma, b) exactamente, mediante una integral. 

1608. La velocidad a que se calienta el cuerpo es una función 
dnda del tiempo ip (f). ¿Cuántos grados aumenta la temperatura 0 
del cuerpo en el espacio del tiempo comprendido entre el momento 
T 0 y el momento 7\? Expresar el resultado: a) aproximadamente, 
mediante una suma, b) exactamente, mediante una integral. 

1609. La corriente alterna I es una función dada del tiempo 
J = 7 (t). Expresar (aproximadamente, mediante una suma, y 
exactamente, mediante una integral) la cantidad Q de electricidad 
que pasa a través de la sección transversal del conductor en el tiem¬ 
po T desde que comienza el experimento. 

1610. La tensión E de la corriente alterna es una función dada 
del tiempo E = q> (i). La corriente / es también una función dada 1 
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del tiempo I — íf (t). Expresar el trabajo A de la corriente en el' 
espacio de tiempo comprendido entre el momento T t y el momento- 
T t : a) aproximadamente, mediante uno suma, b) exactamente, 
mediante una integral. 

1611. Un circuito eléctrico es alimentado por una batería de 
acumuladores. Por espacio de .10 min la tensión en los bornes decrece- 
uniformemente desde £ 0 = 60 V hasta £ =■ 40 V. La resistencia del 
circuito R = 20 ohm. Hallar la cantidad de electricidad que pasa 
por el circuito en 10 min. 

1612. La tensión de un circuito eléctrico decrece uniformemente, 
disminuyendo a — 1,5 V por un minuto. La tensión inicial del 
circuito E 0 — 120 V, la resistencia del mismo R = 60 ohm. Hallar 
el trabajo del circuito efectuado en 5 min. Se prescinde de la induc- 
tancia y de la capacidad. 

1613. En un circuito se introduce uniformemente la tensión. 
Al comenzar el experimento la tensión era igual a cero. Al cabo de- 
un minuto la tensión alcanza 120 V. La resistencia del circuito es- 
igual a 100 ohm. Se prescinde de la-inductancia y de la capacidad, 
Hallar el trabajo del circuito durante 1 min. 

1614. La pared rectangular -de un acuario lleno de agua tiene 
base a y altura b. Expresar la fuerza P de la presión del agua contra 
la pared: a) aproximadamente, mediante una suma, b) exactamente, 
mediante una integral. 

1615. a) Calcular la fuerza P con la que el agua, que llena el 
acuario, hace presión sobre una de sus paredes. Esta tiene forma 
rectangular, longitud a “ 60 cm, y altura, b = 25 cm. b) Dividir 
lo pared del acuario con una recta horizontal de modo que las fuerzas^ 
de presión sobre las dos partes de la pared sean iguales. 


Cálculo de integrales mediante la suma 
1 

1616. Calcular Ja integral sumando directamente y pa¬ 

sando después al límite. (Conviene dividir el intervalo de integra¬ 
ción en n partes iguales.) 

1617. Sumando directamente y pasando luego al límite, calcular 

e 

la integral £ 1 * dx, donde A-es un número entero positivo (dividir- 

a 

el intervalo de integración en partes tales que las abscisas de Ios- 
puntos de división formen una progresión geométrica). 

1618. Valiéndose de la fórmula obtenida en el ejercicio ante¬ 
rior, calcular las integrales: 
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1 F 10 c t 2 ? 2® 

jl) f xdx\ 2) j xdx\ 3) \ x i dx\ 4) j 

■ o o-2 a_ a 

> 2 

‘-a m 2. 5 

£) f (3a a -*+l)dz; 6 )J-^^Ae; 7) j (2*+l)*<k; 

o o i 

*) 9) l^-dx-, 10 ) j (-=Er-)**; 

a -o O 

2 3 I 

kl) far>dx; 12) |-j-Ar; 13) } (-y-——) <**• 

i o i o 

¡1619.* Hallar lím para /c>0. Calcular aproxi- 

n-co 

infidamente 1 5 + 2 5 +... +100 5 . 

2 

1620. Calcular la integral [ , sumando directamente y pasan- 

í * 

do luego al] límite. (Dividir el intervalo de integración de modo 
qué las abscisas de los puntos de división una progresión geomé¬ 
trica-) 

f t ^ 

¡1621. Formar la suma integral para la integral \ -^dividiendo 

i 

•el intervalo de integración en n partes iguales. Efectuando la compa¬ 
ración con los resultados del ejercicio anterior, calcular 

¡ “ m .(4+TTT+^ + - + ^)- 

1622 * ^“(¿ + 4 : t + -4t+--- + 4) < a ea un nümero 

•entero). Calcular aproximadamente + ...+¡¡¿¡ 5 ) • 

1623*. Calcular las integrales, sumando directamente y pasando 
luego al límite: 


a « r ^ 

i 1) j xe x dx\ 2) j ln xdx; 3) J —£-dx. 

LO 1 a 

jEn el 1) dividir el intervalo de integración en partes iguales, en 
dos 2) y 3) proceder igual que en el ejercicio 1620.1 
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§ 2. Propiedades fundamentales 
de la integral definida 

Interpretación geométrica de la integral dejinida 

1624. Expresar mediante una integral el área de la figura limi¬ 
tada por el arco de la sinusoide correspondiente al intervalo 0 ^ 

4s2jt y por el eje de abscisas. 

1625. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
cúbica y = x? y la recta y = x. 

1626. Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
y = x* — 2x — 3 e y = — x 1 + 6x — 3. 

1627. Calcular el área de la figura limitada por las líneas y = 
— x a — iej=i‘ — 1. 


Evaluación de la integral 

io . 

1628. Demostrar que la integral j' ¿npf¡f es menor que^-. 

o 

2 

1629. Demostrar que la integral ( e x '~ x dx está comprendida 

o 

o 

entre y 2 e 2 . 

En los ejercicios 1630 — 1635 evaluar las integrales. 


1630. 

1.5 

6 n 
4 


1631. ^ 


i»+5 


*1 + 2 


dx. 


6 

T 


1632. j' (l + sen 2 *)¿r 1633. j j^dx. 

31 1 


T 
Vi 

1634. J-zarctg xdx. 


e 

i 


1635. J jte-t'dx. 


1636. Sin hacer ningún cálculo, averiguar cuál de las integrales 
es mayor: 

i i 

1 ) x í dx ó ^ i 8 di. 


2 ) 


2 2 
j x í dx ó | 


X a dx. 
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1637. Esclarecer cuál de las integrales es mayor: 

si 22 

1) ^ 2*'dx ó f 2* 3 dz, 2) f 2 *'dx ó f 2 *dx, 

oo II 

2 2 i 4 

3) | ln xdx 6 | (lnz) 1 2 dz, 4) j lnzdz ó j (lnz) 2 dz. 


1638. Aplicando la desigualdad de Cauchy — Buniakovsky 

b i rb r~b 

j f l ( X )u{ X )dx < y j i hWdxy J i u(x)\'dx 

a | o a 

demostrar que j Y l + z*dz<^^. 

Mostrar que la aplicación de la regla general produce la evaluación 
menos exacta. 

1639. Partiendo de consideraciones geométricas demostrar las 
siguientes proposiciones: 

a) si en el intervalo [a. ¿>1 1a función / (x) crece y tiene su gráfica 

cóncava, se tiene ' 

b 

(*-«.)/(«)<} Hx)dx<(b-a) + 
a 

b) si en el intervalo [a, ó) ln función f(x) crece y tiene su 
gráfica convexo, se tione 

(fe-a) '<->+/<»> < j 1{x)dx<(b-a)f(b). 

O 

3 

1640. Evaluar la integral J aplicando el resultado obte- 

2 

nido en el ejercicio 1639. 

i 

1641. Evaluar la integral j Y 1+x‘dx aplicando: 

1) el teorema fundamental sobre la evaluación de la integral, 

2) el resultado obtenido en el ejercicio 1639, 

3) la desigualdad de Cauchy — Buniakovsky (véase el ejerci¬ 
cio 1638). 
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Valor medio de la función 

1642. Calcular el valor medio de la función lineal y — kx + b 
-en el intervalo lz lt x t \. Hallar el punto en que la función toma este 
valor. 

1643. Calcular el valor medio de la función cuadrática y = ax? 
en el.intervalo [x lt i.l. ¿En cuántos puntos del intervalo la función 
toma este valor? 

1644. Calcular el valor medio de la función y — 2a- 2 + 3z + 3 
■en el intervalo II, 41. 

1645. Partiendo de considera ciones geométricas, calcular el 

valor medio de la función Y a * — x * en el intervalo I— a, a]. 

1646. Partiendo de consideraciones geométricas, indicar el 
valor medio de la función continua impar en el intervalo simétrico 
respecto al origen de coordenadas. 

1647. La sección de un canalón tiene la forma del segmento 
parabólico. Su base es igual a a = 1 m, la profundidad h = 1,5 m 
(véase la fig. 36 en la pág. 120). Hallar la profundidad media del 
canalón. 

1648. La tensión del circuito eléctrico crece uniformemente 
por espacio de un minuto, desde E 0 = 100 V hasta E x = 120 V. 
Hallar la intensidad media de la corriente correspondiente a este 
mismo espacio de tiempo. La resistencia del circuito es igual a 
10 ohm. 

1649. La tensión del circuito eléctrico va decreciendo uniforme¬ 
mente, disminuyendo 0,4 V por minuto. La tensión inicial en el 
circuito es igual a 100 V. La resistencia es igual a 5 ohm. Hallar 
la potencia media de la corriente durante la primera hora del fun¬ 
cionamiento. 

Integral de limite variable 

1650. Calcular las integrales de limites superiores variables: 

XXX 

1) Jj x*dx; 2) j x>dx; 3)¡(^-j)dx. 

o a i 

1651. La velocidad del movimiento de un cuerpo es proporcional 
al cuadrado óbI tiempo. Hallar la dependencia entre la distancia 
recorrida s y el tiempo i, si es sabido que en los primeros 3 s el cuer¬ 
po recorrió 18 cm y que el movimiento comenzó en el momento 
t =* 0. 

1652. La fuerza que obra sobre un punto material cambia uni¬ 
formemente respecto a la distancia recorrida. Al principio del trayec¬ 
to era igual a 10 N y al desplazarse el punto 10 metros, la fuerza 
aumentó hasta 600 Ñ. Hallar la función que expresa la relación 
entre el trabajo y la distancia recorrida. 
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1653. La tensión de un circuito eléctrico varía uniformemente, 
siendo igual a E, para t = t¡, y E 2 para t = t 2 . La resistencia R 
e3 constante, se prescinde de la capacidad y de la autoinducción. 
Expresar el funcionamiento de la corriente como función del tiem¬ 
po t transcurrido desde que comenzó el experimento. 

1654. La capacidad calorífica de un cuerpo depende de la tem¬ 
peratura del modo siguiente: c = c 0 + at 4- (ii 2 . Hallar la función 
que determine la dependencia existente 'éntre la cantidad de calor 
recibida por el cuerpo al ser calentado desde cero hasta f, y la tem¬ 
peratura t. 

1655. Un trapecio mixtilineo está limitado por la parabola 
y = x 2 , el eje de abscisas y una ordenada móvil. Hallar el valor 
del incremento AS y de la diferencial dS del área del trapecio cuando 
x =■ 10, y Ax •= 0,1. 

1656. Un trapecio mixtilineo está limitado por la linea y *= 
>= V& + 16, los ejes de coordenadas y una ordenada móvil. Hnllar 
el valor de la diferencial dS del área del trapecio cuando x = 3 
y Ax ■= 0,2. 

1657. Un trapecio mixtilineo está limitado por la linea y — x”. 
el eje de abscisas y una ordenada móvil. Hallar los valores del 
incremento AS del área, de su diferencial dS, los errores absoluto 

(a) y relativo (ó = ^j) que se cometen al sustituir el incremento 
por la diferencial, si x = 4 y Ax toma los valores 1; 0,1 y 0,01. 

1658. Hallar la derivada de la función 



1 —«+<* 
l+í-M* 


dt para x*~ 


o 

1659. Hallar la derivada de la función 


1 . 


y>= j’ senzdz para t=0, x=*^, x = y • 

o 

1660. ¿A qué es igual la derivada de la integral cuyo límite infe¬ 
rior es móvil y el superior es constante, respecto ol límite inferior? 

1661. Hallar la derivada de la función y— j 1^1 + *** P ara 

* 

1=0 y a: =>3/4. 

1662. Hallar la derivada respecto a x de la función y = 
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1663. Hallar la derivada respecto a x de la función 

t x i 

1) ¡if 2 dz; 2) \ ln xdx. 

2 A 

2x 

1664*. Hallar la derivada respecto a x de la función j ln 2 xdx. 

t * 

1665. Hallar la derivada respecto a 2 de la función y dada en 
forma implícita: 

v * 

^ e 1 di -f eos t di =» 0. 
o o 

1666. Hallar la derivada respecto a x de la función y dada en 
forma paramétrica: 

t ' t »* l 

1) x = ^ senfdi, p = j eos tdl; 2) x— j tlntdt, y = j í*lnd!. 
o a i i* 

1667. Hallar el valor de la segunda derivada respecto a z de la 
función 

i* 

.v=\tx*t P araz = 1 - 
o 

1668. ¿Para qué valor de x la función 

X 

I ( x ) = j xe dx tiene extremo? i A qué es igual? 
o 

1669. Hallar la curvatura en el punto (0, 0) de la línea dadai 
por la ecuación 


y = J ( 1 -|- í)ln (1 + i) dt. 
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1670. Hallar los puntos del extremo y los de inflexión de la 
•gráfica de la función 

X 

y= j (x* — 3x + 2) dx. Construir la gráfica do esta función, 
o 

1671. Siguiendo las gráficas de las funciones presentadas en las 
fig. 37 y 38, averiguar la forma de las gráficas de sus funciones 
primitivas. 

Fórmula de Newton — Leibniz 

1672. Calcular las integrales: 

*> 5£s 2 ) j fr; 3 ) ja/íd*; 4) j (x+^dx-, 

0 2 
5) J V~X (1+ y5) dx- 6) j (y'x-V~x) dx-, 7) 

4 ^ I 

8) 9) Ji^(a>0, 6>0); 10) ¡(V¿-l) J d S . 

1673. Calcular las integrales: 

n x 

sen x dx-, 2) J eos xdx 

(interpretar geométricamente el resultado obtenido), 


VI 



1674. La función / (x) tiene valores iguales en los puntos x = a 
y x, = b, y una derivada continua. ¿A qué os igual la integral 

5 /' (*) dx? 

1675. La tangente a la gráfica de la función y = f (x) en el punto 
cuya abscisa es x = a, forma un ángulo de y con el ejo de abscisas, 

mientras que en el punto cuya abscisa es x = b forma un ángulo 

6 » 

de j . Calcular f /' (x) dx y j /' (x) f (x) dx; j" (x) se supone con- 

o a 

,tinua. 





Capítulo VI 

Integral indefinida. 
Cálculo integral 


§ 1. Métodos más simples 
de integración 


En los ejercicios 167{>—1702 hallar las integrales,' usando la 
tabla de integrales y aplicando las reglas elementales para la inte¬ 
gración. 


1676. 

f V'xdx. ,1677. 

j Yx n dx. 

1678. {£. 

1679. 

J 10* dx. 1680. 

j a K e*dx. 


1682. 

[ -%=. 1683. 

J \í ¿gh 

j 3,4t -# - 17 dx. 

1684. J (1 — 2u) du. 

1685. 

J (V r *+l)(*wy r í+l)d*. 1686 . 

j.j 

1687. 


50 . 88 ) fe. 


1688. 

i m’*-. 

1689. 


1690. 


1691. 


1692. 

f dx 

J 75-'A3' 

1693. 

f 3-2*—2-3* , 

■) 2* ■ dx '. 

1694. 

f l + cos** . 

1695. 

f co9 2z 

J t + cu3 2j° 

J Cotfix-80ni x 

1696. 

j tg*.r dx. 

1697. 

1 ' 

J ctg *xdx. ,¡ 

1698, 

-J 2 sen* dx.. - 

1699. 

r ( 1 +' 2 i 2 ) dx 
•J -*4(1:+**) • 


9-0176 
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<™>-S-'irSt-' S attg' 

1702. J (arcsenx + árceos x)dx. 

En los ejercicios 1703-1780 hallar las integrales, aplicando el 
teorema sobre la invaTiancia de las fórmulas de integración. 


1703. í sen'xd(senx). 

1705. ' 

• i{ l+«*> 

1 Vl+xt 

1707. 

■ dx 

1 (2T=1)5' 

1709. 

j ^(8 — 3x)* dx. 

1711. 

" m ^ 

I V (* + **)* 

1713. 

^ X V a 1 — X 2 (¿X. 

1715. 

r . 

! V**+l ' 

1717. 

f x s <ix 
) y 'í T TT • 

1719. 

J sen 3 x eos x dx. 

1721. 

f eos x áx 
) 

1723. 

]*¥*■ 

479c 

c 

1 / ¿o. 

J (aresenx) 3 V 1 — 

1727. 

^ eos 3xd (3x). 

1729. 

f eos 3x dx. 


1704. j tg 3 x[d (tg x). 

1706. J(x+l) lí dx. 

™ 8 ' JiTffc? 1 '’ 61 ». 
1710. j V8—2 xdx. 

1712. j 2xy^fidx. 
1714. j x*Xa> + 2 dx. 

,m ! rm- 

IJSStv 

1722. J eos 3 x sen 2x dx. 

,724. j 

1726 - 5 coat.VH-tB.- 

,72» \'_£ÍÍ±Í£1£L 

l,es ’ ) cosí(l+la^)- 
1730. \ (eos a — eos 2x) dx. 


1731. ^ son (2x—3) dx. 1732. j eos (1 - 2*) dx. 

1733. j {cos (2*-^)] _2 dx. 1734. j «*(sene*)d*. 


1735. ]’ 


1 + 12 


1736. j 


ri(are3en x) 
a resé n: 


1737 f V dx 
1/á '* J ¿2-3*+ 8 
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En los ejercicios 1781-1790 hallar las integrales despejando 
la parte entera de la fracción bajo el signo de integral. 

nw-jáü*- ™-. í sfci*• * 783 -1*• 


--J 2 .+ 1 --- J tt + bx 

1784. ¡|±f &. «85. JÍ&=S*. 1786. J 

, 78 M^H*- 1789 - lé*- 

1790. j 

En los ejercicios 1791-1807 hallar las integrales aplicando el 
método de descomposición de la expresión integrando y el método 
para despejar el cuadrado perfecto. 

1791 • J riJrrr 1792- í 1793 ' 5 

1794 - i 1795 - S 3^1 **■ ,796 - 5 

1798. J 1799. 

180 ‘- 53 ^ 3 - 18 ° 2 ' 

1804 - í *r$tw 

1806 - 5 rmrm- 


1797. J 2 í + 3t_io' 
180 °- J (i-tp+V 

1803. 


1805 



18 ° 7 - í v «-t-g - 

En los ejercicios 1808-1831 hallar las integrales aplicando 
fórmulas trigonométricas para transformar la expresión integrando. 


1808. 

j eos l xdx. 

1809. 

j sen* x ¿te. 

1811. 

f -dx 

<* r‘ 

1812. 

f '~ cmz dx. 

) 1+sen* 

y. *) , 

J 1+cosi 

1814. 

( (tg 2 i + tg l 

x)dx\ 

' . 1815. r 

1816. 

j cosisen &xdx. 

' ' 1817. ( 

1818. 

f sen 2x sen 5xdx.- » 

1819. \ 

1820. 

J COSÍ - , '¡ 

1821.'. 

f- 

y coa x • 


eos2i di - ¡ ..i.'í 

(- sen X eos z " ' 



■ § 2: Métodos principales de intégraciáa 


«Mw- 

1826. j cós* x‘dt. 1827. j tg*xdx.. 1828. j sen‘xd£ 

1829. j sen* a: dar. 1830. j tg»xrfx. .1831. j ¡fe. 


§ 2. Métodos principales 
de integración 



Integración por partes 

En los ejercicios 1832—1868 hallar las integrales. 

1832. Jxsen2xdx. 1833. j icosx dx. 1834. j xe~ x dx. 

1833. j x3*dx. 1836. | x*ln xdx. (n^_ 1 ). 

1837. [ xarc.tg xdx. 1838. ( árceos xdx. 1839. [ arctgV'xdx. 

1840. J dx. 1841. jat, g*xdx. 1842. J acosada. 

1843. (fe dx. 1844. ( feSfe dx. 1845. f dx. 

1846. Jln(** + t)d*. 1847. J ^ 55 . 

1848. í -fJl.- ■ 1849.- ( x*ln(l+z) dx. 

J V l+X Z J’ 

1850. í xre~ x dx. 1851. ( 3 ?? dx. 1852. j x 2 a‘dx. 

1853. j a 3 sen xdx. 1854. [ x 2 eos 1 xdx. ,1855. f ln 2 xdx. 

1356. j ‘fe dx. 1857. j fe dx. 1858. j (arc3enx)Vx. 

1859. j" (arctgx)*xdx. 1860. j e x sen xdx. 

1861. j e 3 *(sen2x-cos2x)dx. 1862. j V“ eos nxdx. 
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1893. j 

^r 2 dx. 

1894. 


1895. J 

dx 

1896. 

r y (9-zi)s . rv 

y („ 2 +i 2 )= • 

j *«- 

1897. | 

dx 

‘1898. 

r dx 

**y *j-9 


J *yt+** 

1899. j¡ 

dx 

' 1900. 

j xtyr^dx- 

V 

•U 

.. 1902». 

1901. ' 

i ^ 

r íx — \ dx 

J V x+t V,. ' 

' (^+4) y 4 * 2+1 

1903*. 

f 

1904*. 

r <*+«><** 

3 y ’ 

J *(!+«*) • 

En los 

eicrcicios 1905- 

-1909 hallar las integrales efectuando 

primero el cambio de variable y luego integrando por partes. 

1905. 

J e^' x dx. 

1906. 

^ sen y x dx. 

1907. 1 

[ flrCMni 
i -yd-* 2 ) 5 

1908. 

]¿^dx. 

1909. 

f * rcl * 1 dx 







Diversos problemas 

En los ejercicios 1910—2011 hallar las integrales. 


1910. 

}’ (x + 1) V x*+2xdx. 

1911. 

\ (1 +e ix fe 3X dx. 

1912. 

)y~ dx - 

1913. 

[ JSlLdx. 

J .eos x ax - 

1914. 

j y 1 —e x e* dx. 

1915. 

j xcosxPdx. 

1916. 

4 11 

j (2 —3x 3 ) 1 x 3 dx. 

1917. 

f 2x 5 — 3x 2 j_ 

J t + 3x>-x« d ■ 

1918. 


1919. 

f dX • 

J <*(3 + .-*) 


1 + * T 



1920. 

r dx 

1921. 

f J£±±-dx. 

J e*yt— c-ü» 

J j/t+i* 

1922. 

f 

J y 9x2 — 4 

1923. 

C ^L%idx. 

J y* 
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c \ f 3- 

1928 ‘ J seo 2 f cosí <p ' 



s eo* g dx 
eos®. X 


1930. j - 

1932. j (l-tg3x) J d*. 

«“■ lor¬ 


ióse. 


•5 


x dx 


/!+£' - 
1938. j (1/señí + cosi) dx. 


«! d ■ 

1927. J 

‘929- JS^. 

1931. J V’tg 5 X scc* X dx. 
1933. J ¿g-. 

1935 - 5 TÍfe- 

1937. ^ iVa+idz. 
1939. j a^'b^dx. 




y* 2 +ü *+2 

_ 21+5 

y9i 2 +6x+3 

(4 —3a) d x 


5zM-6a+18 

2 Í?Z 


.y ^+3 


.1 y3 I i_Hx + 2 

5 


1956. J árctg ir di... 1957. j i sen i eos x dx. 

1958. j z 2 eos coi dx. ■ 1959. \e 2X x 3 dx. 


§j2-. Métodos principales de integración 


m 


1960. 

r líteos* ^ 

•1961. 

f _ ct e* dx "- 4 . 

) eos 2 X • 

J ln sen z - i ■ íi ' - 

1962. 

f z 7 dz 

1963. 

f eos 3 3z ■*> 

I 

J XD3x . ,CR; 

1964. 

r & " i 

1965. 

f sen 2 r dx r ' ■ 

) 1 —sen3*‘ • 

J 4 eos 2 2x ^ 

1966. 

f 1 ' 

1967. 

' ■ 

f 

) «*+1 ‘y- - 


1968. ] 

e‘* +x dx. 

1969. 

j e 2 rf+lnx¿ r . 'i 'i 

1970. 1 

r 3+¿»- d ' 

1971. 

T 7 * «resen * . ' ' ’ 

) V'¿+iz* *■ 

J Vi - Z z <1X - 


í 

•xcosx , 
sea 3 1 X ' 

- n>- 

, 

1972. \ 

1973. 

j é*&cn 2 xdx. 

1974. 1 

[11±¡S^ÍL 

) S8Q ‘¿X 

1975. 

j ■ 

1976. 1 

i *P 

1977. 

C senxdx 

' V5 cos 9 +s«n q> 




J 14-6011* 

1978. ' 

f sen** eos* ,i, 

I HT^W dx - 

:--i979 

1980. 1 

1982. < 

i lninx dx 

19felv 

1983. 

f x 3 dx 

i r*V*. 


1 


J Vl+2* 3 

1984. 1 

r ' x*dx 

1985. 


1 /(l-* 3 ) 3 ' 

j * “*• 

1986. j 

dx 

1987. 

f y *P 8 d* 

X* Vxi + 4 ■ 

j 1 * ax - 

1988. I 

i VT+3- dx 

1989. 

r d* 

\ x» ax - 

j x*y *=—3 

1990. 1 

[ y*** 

1 TP+7" 

1991. 

\ v Eü +l dx . 
j /*+ 1—1 

1992. ( 

i iz 

1993. 

r 

1 i2+*j y i+*' 

J x(Yt+Vt) ■ , 

1994. J 

V^+2T rfT 

1.995*. 

r x’í* 

X 

J (i-* 2 ) 3 • 

1996. 1 

* dx 

1997. 

C V r l+*« . 

' (flz + 6) Yz 




y **» 
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1998. 

f xdx 

1999. 

f x*dx 

3 4 • 

(l-x®) 2 

i y x*+4 

2000. 

f * 

2001. 

f Vl - lS dx. 

3 Yx(x-l) ■ 

3 xz y~x 

2002. 

r x*dx 

2003. 

f ? z “ — arete x dx 

3 <l+*=) r - 

3 2xVx aCg 

2004. 

r**<t+«*)<** 

3 V i- e sx 

2005. 

J VT^Tdx. 

2006*. 

r ln(x + l)-lnx 

! 2007. 

[ * . 

3 x(x+l) " 


2008. 

j árceos j/ ^^dx. 

2009. 

J ln (x + Vi + X*) dx. 

2010. 

í VW^- 

2011. 

f ** 

3 eos 3 x V son 2x 


§ 3. Tipos principales 
de las funciones integrables 

Funciones fraccionarias racionales 


En los ejercicios 2012 —2067 hallar las integrales. 

1) El denominador tiene sólo distintas raíces reales. 


1 xdx 

2013. ' 


,(x+l)(2x + ÍP 


| 2x 3 -3x-2 

2x 3 -i-41x — 91 



(x—-1) (I-+-3) [x 4) 
dx 

2016. 

f x* + x‘-8 . 

0*3—7*2-31 • 

i 

H 

'T 

1 

x 3 -1 , 

47=7 




2017. j 

2018 - 5 (2x-l)(4x 3 -16x + Í5) 

*>* í 2 » 20 -! 

2021. j 


-3x*+I' 
x®—2x*+3x 3 — 

- zS-üz’ + ií ax - 


(2x1 -5) dx 
5x 3 + (i ' 



§ 3. Tipos principales de las funciones integrables 
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2) El denominador tiene sólo raíces reales ; algunas raíces son múl¬ 
tiples. 

2023. í mn - 

2025 - J Sx**'- 

2027. 

2029- Y 

j íx -£Z— -‘ 

2033- 


(z 2 —3x+2)dx 
z(z¡+2x+t) ■ 
x*dx 

x 2 +5x 2 +8x+4 

x3-6x 2 +llx-5 

-ü^ 2 jí- 

z*dz 


2022. j 

2024. \ 

2026. j 

202S - í WWW- 

2030. 


dx. 


2032. 

2034. 


uet) 4 *- 

f (x 2 -2x + 3) dx 
J (z-l)(i3-4x*+3x)' 


í 


x3-2x 2 -¡-4 
z» (z-2)2 


da:. 


2035. J-gSjr 


da:. 


3) £7 denominador tiene distintas raíces complejas. 

dx 

Ti^+T) 


2047* 



2037 .)^. 2038.5 ^-. 

2040. j 
2042. J 




■ dx. 2046. 


dx 

(zí+l)<x 2 +x) ■ 

„„„ r (3x 2 -fx + 3) dx 
2044 - J (x-l) 2 (T 2 +Í) ' 

f (»3 —6)rfJ 

J x* + 6x 2 + 8 ' 


4) El denominador tiene raíces complejas múltiples. 

dx 

*(4 + x 2 ) 2 (l + x 2 ) 


2048. 

2050. 

2052. 

2054. 


dx. 


x* + x-l 
(* 2 + 2) 2 
(5X 2 —12) dx 
(x 2 —8x+13) 2 


dx 


<x 2 +9)2 
dx 


(1 + x 2 )* • 

5) Método de Ostrogradski. 

x’+2 


2056. 


(x 2 +x+l) 2 


■t/x. 


2049. 

2051. 

2053. 

2055. 

2057. 


(x+l)«dz 

(x2 + 2x+2)3 ' 
2zdx 

(l + x)a+* , l 2 ' 

z* dx 
(x*-l> 2 ‘ 


f (43 

J <*- 


(4x 2 —8x) dx 


l) 2 (x 2 + l> 2 ‘ 
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2058. 

2060. 


S-É 


**+*.+] 


dx.' 


2x*-¡-x3 
'.x 2 - l) 2 ¿x - 

(M-*)(!+*¥• 


* 2059. \ 

2061. j 


xf+x<—4x*-2 
x*(x*+ip 

dx 

X* {*34-1)2 * 


dx. 


Jwiwr, ” 3 - i 

2064. 

2065. 

2066. 

2067. j• 


r J- 5 —1« —26 j : —24z —2¿ 

J <x2 + 4x-¡-5)2(** + 4)2 aX ■ 

f 3x* + i 

J x¿(x= + lF rf 

f f>-3x+6xí+5x3-x* , 

J ¡E=scsacp»q^=i®** 

9¿x ' 

5x2(3-2x2)3 • 


Algunas funciones irracionales 
En los ejercicios 2068 —2089 hallar las integrales. 

1) Funciones de la forma fí (i, \/~ “* x ^_'' b¡ - . 

KÜS 1 .-)- 


a,x+6 

2068. j 


dx 


xWx+V#) ■ 

2070. j 


dx 


<x+l) T -Hx+i) 3 


2069. [ ,, -j-=x. 

J l/x -f^ +2^ 

2071. j ]/-”* ** 


1 +* 


J r 1 +l/x 


2072 

f 3 

2074. ] y 


3 


+V * 

— X,;. di 
1-i-x X 


2073. 


2075». f dz ■ 

J {/ (x 1)3 (X 4-2)3 


2) Binomios diferenciales x m (a+bx") p dx, 

r - r 

2076. \ Yx (1 + Vx) K dx. 2077. i-'fl+x 1 )’ 3 dx. 

dx ' ” 2079. 


2078. j 

2080. J, 


x^Wi ' 

ai 5 


■ vUEü 


2082.. -j y'~ xl dx. : 


2081 
2083. j 


9. x^y(i+^dx. 

di 






¿X. 
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2084. ] 

' V^V*: dl 

i - c 

2085. \ 

dx - - I . . 

X 

1 +,** >i 

_ ... __ 1 :•(,» . 

2086. ^ 


2087.' j 

■ ¿X, : { 

1 *2 * E - 

1 1*1^1+** 

2088. jí/x(l-j -x 2 )¿x. 2089. j /. y+,\/xdx. 


Funciones 

trigonométricas 

-tj . ' -1 ¿ 

En los ejercicios ,2090- 

-2131. hallar las integrales. 

2090. j 

sen 3 x eos 1 x dx. 2091. .1 

. 

i costar 

2092. j 

dx 

2093. i 

: scn * 1 dx 

eos i sen 3 x 

| eos 3 x aX ' 

2094. i 

dx 

2095. 

dx . 

1 eos 3 x sen 3 x ' 

1 sen* x eos 1 x t 

2096. í 

’ senxrfx 

2097. 

r eos xdx 

1 (1 — COS x) 2 

) (1—cosí) 1 

2098. ( 

| eos” xdx. 

2099. 

j ctg‘a:tte. 

2100. 1 

i tg 5 xdx. 

2101. 

dx '* 

1 -ifT- 

2102. 

1 sen 3 x ’ 

* 2103. 

' cos 4 .x 4- sen* x ^ 

1 eos 2 x—son 3 x 


2104. j 

dx 

2105. j 

dx 

(SÜQX + COS x)* 

SOUI+COSX 

2106. j 

dx 

2107. j 

1 -dx 

acosx+fcson x 

tgx-cos2x * 

2108. \ 

eos 2 x dx 

2109. \ 

dx 

sen* eos 3x * 

1 l+tgx 

2110. j 

dx 

2111. 

’ ’dx 

5—3cosx 

I 5 + 4 sen x 

2112. j 

\~ seax dx. 

2113. 

* son- x dx 

\ 1-tgX • 

2 +cosa: 


2114. 

dx 

91 I 1 ! 

• dx — 

4 + tgx-f4ctgi 

— 1 Ivi 

1 (sen x -+• 2 scc x) 2 

2116. < 

d* . .. ' 

2117. 

í dZ i— 

5 — 4senx+ 3cosx‘ 

) 4 — 3 eos 2 x+ 5 sen 2 x 

2118. 

dr 

2119. 

r *_ 

1 -(-sen 2 x 

J 1—sen 4 x 
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2120 . 

r 

2121 . 

f b 

) a 2 sen z ar-l- 6 2 COs 2 a: * 

) senSx+tg**' 

2122 . 

" eos x dx 



1 sonS*—cos s x • 



2123. J K 1 +senzdz. 

2124. ' 

r v**. _ rfT 

) sen x eos x 

2125*. 1 

• V S8D3 lx , 

2126. 

f - 

1 sa¿x dX - 

J Y sen 5 x eos 5 x 

2127. j 

' dx 

2128. ^ Y 4 -f cosec x dx. 

y 1 —scn«x 

2129. j 

' (eos 2x —3) dx 

2130. \ 

dx 

coa**V 4-ctg=x 

sen ~ ]/ coa» 

2131. j Vtgxdz. 




Funciones hiperbólicas 


En los ejercicios 2132—2150 hallar las integrales. 

2132. j 

ch xdx. 

2133. i 

| sb x dx. 

2134. j 

dx 

2135. j 

’ e* dx 

cWx ■ 

1 ch x+ sli x ' 

2136. i 

(ch* ax +sh* oí) di. 

2137. ( 
<1 

| sh*idi. 

2138. ( 

th*idi. 

2139. 1 

f cth* x dx. 

2140. i 

sh 3 x dx. 

2141. i 

| ch 3 i dx. 

2142. i 

th‘ i dx. 

2143. 1 

| sh* i ch* x dx. 

2144. J 

cth* x dx. , 

2145. 1 

' dx 

| sh x ch x 

2146. i 

dx 

2147. 1 

r i* . 

sh x 

) (M-ch*)* • 

2148. 

y th z dr. 

2149. 1 

i zdz 

1 lh 

2150. 

, e**dx 

1 sh‘x * 






Funciones racionales de x y V' car* -+■ bx + c 

En los ejercicios 2151 —2174 hallar las integrales. t: 

2151*. f-2152. (_*==•. 

J x y zZ+z+i j x\> zS+iz—i 

2153. \ - ^ 2154. 


3x 3 ¿r 

y*» + 4* + ! 
&C 3 —8x+5 


U 3 + 3x 3 + 3r +1) Vx í + tz 

1 ígr*- 217 

(2r + :y, dz _ 

U 3 + 2x + 3) \fxl + 2x + i 


Diversas funciones 

En Jos ejercicios 2175—2230 hallar las integrales. 
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f dx 

f ln(x+l)dx 


* 

J X 2 sil x dx. 

Í arcsen x dx 
** 

J xe^' x dx. 
jj sen y'xdx. 

f dz 
3 x -y^=¡ 


J x> V 

f x 4 dx 

yzrrr-. - 
r dx 
3 1 + coi X • 

^ *ln(l+x , )<tr. 

t - fe. 

3 V (x 2 - 1)’ 

J xe* 2 (x 2 .-t-l)dx- 

I iz 
J seníi eos 5 1 ‘ 

í_£_. 

J í+senx+cosx 

f <*» —i)d* 

J * Va^+Síi+i" 
r «?d» ir ■ i 

3 (1-t-*) 2 ’ 

f arctg x dx 

3 2* '• ' 

f arctg i , ] , 

3 (l+i> 3 


f x*dx 

3 (x»-tH* + 2) • 
f dl - 

J (x*-ir- • 

j (x 2 + 3x + 5) eos 2x dx. 
^ arctg (1 + Vx) dx. 
j e¥*dx~. . - 

j (x 3 — 2x 2 + 5) e 3 * <ix. 

S-^T- 

X»( »-1) T 

i yg+ g ? dx. 

!/w^- 

f __¿£_ 

J sen 2 x—2senx ‘ 

f áx 

.1 a 2 —i) 2 COS 2 X ‘ 
f (lnx—t)rfx 

3 lu 2 x 
^ x*e r eos x dx. 

C — 

y Sen* x eos 5 x 
f. wn2xdx i 

J cos’x+sou 4 x ‘ 

, j l/tg 2 7+2dx. 

. f .dx _ _ 

3 (2x—3) Y 4x-x 2 ' 

f" ‘xex.dx .. i i 

3 y l + e* c ' , 

f x arctg x 
• J (1+x 2 ! 2 “*• 

f ■*' . j 




§ 3. Tipos principales de las funciones integrables 


2221. 

f (‘ ix +'*)dz 

2222. 

r dx 


) l/’l + ^+e 2 * 

2223. 

f tgxdx .i 

J l + tg*+tg»*-' 

2224. 

| sen 8 z efe. 

2225. 

f <3+ *»>?■*» «fe 

} (l + xü)> - 

2226. 

f *»-fe+7 , 

J <x J — 3x—10)2 “*• 

2227. 

r .,-ato... . « 

J sen 4 *+c09 4 ir 

2228. 

f (x+sen x) dx 

J "1+C09* 

2229*. 

f x 2 —1 dx 

2230. 

f „«-n , ICOS 3 * — son* 

) xJ-t-1 yr+? ■ 

J C C0s2 X 



Capítulo VII 


En los 
2231. 

2233. 

2233. 

2237. 

2239. 

2241. 

2243. 


Métodos para calcular 
integrales definidas. 
Integrales impropias 


§ 1. Métodos de integración exacta 


Aplicación directa de ¡a fórmula de Newton — 
' Leibniz 

ejercicios 2231—2258 calcular las integrales. 


j V i+xdx. 
o 

f . 


2232. í 
2234. jj r " 1 


dx 

<11 +Si) 3 ' 


¡ l^V +1 


■dy . 


I 

<“■ i v^- v t ■ 

o o 

t 2 a 

j (é“- i)*e x dx. 2238. $ (6>a>0). 

o • o 

i « 

2240. í —. dx 

J x y 1 — <ln x ) 2 


f x dx 

J (*»+!)* * 
o 

S 

X n-i dx 


2242 


f e x dx 

■ J-S— 


J 


y a 2—z zn 


2244 


■57 


dx 


Y 1+lm ' 



2245. 

2246. 

2248. 

2250. 

2251. 

2253. 

2255. 

2257. 

En los 
por partes: 

2259. 


§ 1. Métodos de integración exacta 

Vs 

~r 

r Z 3 dx 



l'(í-•*)/? 

— X* 


0 

T 

f adx 

1 

2247. j 

: 

! 

dx 

J (ar — a) (*—2a) * 

0- 

1 2x2+ 3x 

1 

** 

i 

2249. j 

’ cfx 

J í 2 + 4t + 5 

0 

*+x> ■ 
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5 


dx 


-o,& 


l^8 + 2x-1* 


1 1+ces.r 2252. | eos 8 X sen x 2x dx. 

o 

n 

_ __ •» 

J VCOSI —eos 1 xdx. 2254. j son 2 (o»-f(|i 0 )d.T. 

T 0 

ÍtSeT' 2256. |ctg‘<pc/tp. 


~T 

n 

T 


j.' sen — T 

]— ~dx. 2258. j cosí sen (2/—2_) ctt. 

1 n 

*■ “T 

ejercicios 2259—2268 hallar las integrales integrándolas 

n 

1 9 * 

\ xe~ x dx. 


j xcosxdx. 
0 


10* 


2260. 
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2261. 

f xdx 

J sen 2 x ‘ 
se 

2 

2262. 

2263. 

j x log, x dx. 

"Y 1 x*ix 
¿ f o 2 +* 2 ' 

2264. 

2265. 

2266. 

n 

T 

2267. 

í e 2 *cos xdx. 

2268. 


o 


. J V fl2 — dx. 


e 

2268. j ln 3 z<iz. 
o i 

2269. Deducir las fórmulas de recurrencia para calcular las 


n 

T 


n 

T 


integrales J eos" x dx y j sen" x dx (re es un entero positivo o cero) 


y calcular las integrales: 


T 


a) j sen 4 xdx; b) jcos'xdx; c) j sen" xdx. 
o oo 

2270. Deducir la fórmula de recurrencia para calcular la inte- 

n 

T 

gral |j son m icos n zdz (m y n son enteros positivos o ceros; exa¬ 
minarlos casos particulares de valores pares e impares de myn). 

2271. Deducir la fórmula de recurrencia y calcular la integral 
o 

j z n e? dx (re es un entero positivo). , 

- 1 “ •• i 

2272. Demostrar la fórmula de recurrencia 

, i . f dx *_.. 2n— 3 f . <** 

J 2( n -l)(t + ¿*) n -‘" r 2(i»—1» J (1+**)"-> 


(re es un entero positivo) y mediante ésta calcular la integral 

( -j- • ' 

J (1+Z 2 )‘ 


0 

' ¡\ 



§ 1. Métodos de integración exacta 


449 


2273. Demostrar que si •'"■=5 ln m x dx, se tiene J m = e- 

. i , 

— mJn-, (tn es un entero positivo). 

i 

2274». Hallar la integral [ a?(i—xfdx (p y g son enteros 

o ’• 

positivos). 

Cambio de variable en la integral definida 

En los ejercicios 2275 — 2295 calcular las integrales. 

1 

mi - fv&k' te- “ , 7 ; ¡'v%- ‘ 


2278 


■5 


xdx 

i+V* ‘ 


2279. f Y** ' 2280. 

J V «* + «-* 1 j 3+^<x-2)* 


n 

r 

2281*. j sen* - dx. 2282*. 

í eos 7 2x dx. 

J ' 

0 

0 

i 1/5 

2283 f z2<ir 228 r i ( 

■ V !+«**. 

J (*+»*)» * “ J 

0 t 

1 .X* ^ 

2285. j 2286. ( 



¥ 


X 

2287. j 


dx 


i 


X ¡ V X 2 — 1 ’ 


2288. j V (1—i*)* dx. 


2289. J x^VT^dx. 


0 

- Jn 2 


2290. f Vi-e^dx. 


2291. j 


dx 




2292, 


o 

• I 


dx 


0 (x>+3) 2 " 
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2293. \ (V25-x*) s dx 

di 

2295 ‘ \ i W —2) 5 ' 

/! 


2294. 



o 


dx _ 

(2x2 + l)yí2+l * 


Distintos problemas 

2296. Calcular el valor medio de la función y = V"x + -^rr 

en el intervalo [1, 4]. ^ 

2297. Calcular el valor medio de la función f (s) = • ¡ fi+x en el 
intervalo {1; 1,5]. 

2298. Calcular el valor medio de las funciones / (x) — sen x 
y /(*)*= sen*x en el intervalo [0, ni. 

2299. Calcular el valor medio de la función / (x) = en el 


intervalo [0, 2], 

2300. ¿Para qué valor de a el valor medio de la función y = 
= l n x en el intervalo [1, a\ es igual a la velocidad media con que 
varía la función en este intervalo? 

En los ejercicios 2301—2317 calcular las integrales. 


2301. J-^. 

i 

l 

2303 ‘ I *=£+? • 

0 

2305 - j i^+t+W+ip- 


1 

2307. i y2x + x=dx. 
o 




z>dx 
(1 + I»)3 • 


{n 

2304. ] x ' idz i 
0 (1+*») J 



x 2, dx 

V~£T**' 
3*V"ÍT^dx. 


2310. 

i 


dx _ 

x\í 5z-fl ' 


2311. ( ^~-dx. 

J eos 3 X 

o 

n 

2 

2313. f- £ - 

O l+'e sen 2 * 


2312. 


■ dx 

cosx+3 * 


• i 

2314. j (aresen z)‘ dx. 


2315. jarctg}/Yí-l<k:. 2316. j (3z+2)d -^ r . 
i o (x *+4*+l)* 

ti 

T 

«o i n f eeaxcosxdx 

J a^cosZz + f* sondar ' 

0 

n 

2318. Mostrar que J ai J^g w2l =j, donde a y 6 

0 

cualesquiera números reales distintos de cero. 

* 

2319. Resolver la ecuación j = 

X 

2320. Resolver la ecuación ^ -^=== = -£-. 


2321. Al quedarse convencido de la validez do las desigualda¬ 
des y > In a:> 1 para x>e, mostrar que la integral j 

es menor que 1, pero mayor que 0,92. 

2322*. Mostrar que 

|*,0.523<j «-— c-faaOW. 

0 

2323*. Mostrar que 

°- 5 < T ^ °> 523 


(n> 1). 
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' 2334. Demostrar la identidad 

. '««* CtK* 

r iy ■ 7 ¿i 
J J í(i+«J) 

% • • 

2335. Demostrar .la identidad 

sen» x eos» 


= 1 . 


| arcsenyTdí-f j árceos Y~t dt = -j. 

2336'. Demostrar la validez dé >la igualdad 

r r 

) z"(l-*)"di = ||i n (l -*)"d*. 

o 'o 

2337. Demostrar la validez de la igualdad 

6 b 

j f(x)dx = ^ f(a + b—x)dx. 

a a « 

n n 

T T 

2338. Demostrar que j /(eos x)dx= J /(sen x) dx. Aplicar el 


n 

T 


resultado obtenido para calcular las integrales j eos 2 x dx 
T 

y \ sen 2 *di. 
o 

n n 

2339*. Demostrar que f i/.(sen i)dz = -£ j / (son z) rfi=~2x 

„ 0 # 
n n 

X j / (sen x)dx = n [ /(seni)di. Aplicar el resultado obtenido para 


J o 

calcular la integral 


n 

r iseni , 
J l + COS 2 ! 


2340*. Mostrar que si la función f (i) es periódica cuyo período- 

a+r 

es igual a T, se tiene que j / (x) dx no depende de a. 
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2341*. Sabemos que la función / (x) es impar en el intervalo 

X 

£ — -~J y su período es igual a T. Demostrar que j /{!) dt es 

a 

también una función periódica cuyo período es el mismo. 

i 

2342. Calcular la integral ^ (1 — I a )" dx, donde n es un entero 

positivo, aplicando dos métodos, a saber, descomponiendo el grado 
del binomio según la fórmula para el binomio de Newton, y por 
sustitución x <= sen tp. Al comparar los resultados deducir la si¬ 
guiente fórmula de la suma (Cj¡ son coeficientes binomiales): 

r° -Ü4- i ( ~j) n CL - 2 4-6 

*'» 3 + 5 7 ¿*4-1 1-3-5 ... (2n + l) 

Zn 

2343. La integral ^ 5 ~ j se halla sin ninguna dificultad 

b 

por sustitución tg -|- = z. Tenemos: 
zn o 

r dx f_2 dx _ _q 

\ 5 - 3COSl i (!+«*) (5-3 

Pero, por otra parte, —3< —3cosi< + 3, por consiguiente, 
2<5 — 3eosz<8 y -j> ¿_a c0 ^ >T- De donde 

Ti*>Ti=fer>T*^ 

0 0 o 

Zrt 

y, por lo tanto, ^ g 3 ^ ~ 0 s ~ > T' ^ allar el erroc en Mte raz0 ' 
o 

namiento. 

n 

: T > 

2344*. Sea /„= j tg n zdx(n>l y es un entero). Probar que 

O 

/ n + ^-3 = ~T- Demostrar q U e.~ s ~<I n <-^ = ^. 

2345*. Demostrar que la siguiente igualdad es válida: 


e ,x e~-~ dz = e 


.5 -■£ 

| e 4 dz. 

o 
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2346*. Demostrar que 

fcosxí r 0, si X<lb, 

lim — - —\ (io>0, k> 0, ¿>a>0). 

<j-*oo j ¿ j,co3xa ^ l oo, Si i = & 

a 


§ 2. Métodos aproximados 

En los ejercicios 2347 —2349 efectuar los cálculos con exactitud 
basta 0,001. 

2347. El área de la cuarta parto de un círculo cuyo radio es igual 
a 1, es igual a ■£. Por otra parte, tomando un solo círculo cuyo cen¬ 
tro se halla eñ el origen de coordenadas y cuya ecuación es x 1 + y 1 m¡ 
= 1, y aplicando la integración para calcular el área de esta cuarta 
parte del círculo referido, obtenemos: 

i _ i 

-%■= j Vi — x-dx, o sea, n = 4 J Y 1 — x 2 dx. 
o o 

Aplicando las reglas de los rectángulos, de los trapecios y la de 
Simpson, calcular aproximadamente el número Jt dividiendo el 
intervalo de integración [0, 11 en 10 partes. Comparar los resultados 
obtenidos entre sí con el dato tabular del número n. 

i 

2348. Sabiendo que | , calcular aproximadamente 

o 

el número re, dividiendo el intervalo de integración en 10 par¬ 
tes. Comparar los resultados obtenidos mediante distintas reglas, 
entre sí y con los del ejercicio anterior. 

«o 

2349. Calcular ln 10 == j ^ para n = 10, aplicando la regla 

de Simpson. Hallar el módulo de transición de los logaritmos natu¬ 
rales a los decimales. Comparar con los datos tabulares. 

En los ejercicios 2350 —2355, aplicando la fórmula de Simpson, 
calcular aproximadamente las integrales que no son susceptibles 
de ser halladas en forma finita con ayuda de las funciones elemen¬ 
tales. El número n de los intervalos parciales está indicado entre 
paréntesis. 

i i , 

j V 1 -x’dx (ra = 10). 2351. $ Vi +x i dx (n-= 10). 

u o 


2350. 






t£t <*= 6 >- 


3. ^ l/cos (p d ip (n= 10). 


2355. \^-dx (n •= 10). 
o 

2356. Usando la fórmula de Simpson, calcular la integral 

1,36 

( / (*) da, valiéndose de la siguiente tabla de los valores de la 

1.05 

función / (a:): 


5 

1,20 

1.25 

1.30 

1,85 

i ' 

3.04 

3,46 

3.98 

4,60 


2357. Una recta toca a la orilla del río en los puntos A y B. 
Para calcular el área del terreno entre el río y la recta AB han sido 

tendidas 11 perpendiculares desde 
3,00 „ el río hasta AB cada 5 metros 

A rj- J B (la longitud de la recta AB resul- 

¿ 5_43?_ Jg tó igual a 60 m). Las longitudes 

' § P 7S / ' de dichas perpendiculares resul- 

A¡ -‘ taron iguales a 3,28; 4,02; 4,64; 

A ** 2-n _jo 5,26; 4,98; 3,62; 3,82; 4,68; 5,26; 

3 § ~ 2¡0 ~ 7 3 3,82; 3,24. Calcular el valbr 

A t -'-aproximado del área del terreno. 

§_2358. Calcular el área de la 

A ‘ __' * sección transversal de un barco 

/¡ —tomando' en consideración ' los 

siguientes datos (véase la figi 39): 
Af ÁAi.=* AiA. = A«A t = AtAi,^ 

Fig. 39 = AíA s = A¿A ¿¡“ A$Ai = 0|4m, 

AB = 3 ra, A¡B , = 2,92 m, A t B, - 2,75 m, .4*6, = 2,52 m,- 
A t B¡, = 2,30 m, A t B s = 1,84 m, A,B t = 0,92 m. 

2359. Para calcular el trabajo realizado por el vapor en una 
máquina de vapor, se calcula el área del diagrama de indicador, que 
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■es la representación gráfica de la dependencia que existe entre la 
presión del vapor en'el cilindro y el recorrido del émbolo. La fig. 40 
muestra el diagrama de indicador de una> máquina de vapor. Las 



ordenadas de los puntos de las lineas ABC y ED, que corresponden 

a las abscisas x 0 , x¡, x. .. vienen dadas en la siguiente 

tabla: 


Abscisas . . . 
Ordenadas do 
la linea ABC 
Ordenadas de 
la linea BD 

*0 

60,8 

5,8 

53,0 

1.2 

32.0 

0.6 

B 

| 

*5 

17,0 

0,8 

Abscisas . . . 

*« 

*7 

*8 

*9 

*10 

Ordenadas do 






1 

la línea ABC 

15,0 

13,3 

12,0 

11,0 

6,2 

Ordenadas de 







la línea ED 

0,9 

1,0 

1,3 

1.8 

5,7 


Valiéndose de la fórmula de Simpson, calcular el área ABCDE. 
Las ordenadas son dadas en milímetros. La longitud OP = 88,7 mm 
(el punto F es la proyección común de los puntos C y D sobre el eje 
de abscisas). 


En los ejercicios 2360 —2363 conviene recurrir a los métodos 
aproximados para resolver las ecuaciones, cuando se buscan los 
límites de la integración. 

2360. Hallar el área de la figura limitada por los arcos de las 
parábolas y = x* — 7 e y = —2x a + 3x y por el eje de ordenadas. 
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2361. Hallar el área de la figura limitada por la parábola y = 3? 
y la recta y = 7 (x + 1). 

2362. Hallar el área de la figura limitada por la parábola y ~ 
= 16 — x 1 y por la parábola semicúbica y = — y 3?. 

2363. Hallar el área de la figura limitada por las líneas y — 
= 4 — x l e y = y x. 

2364. La fig. 41 muestra el diagrama de indicador (simplificado) 
de unn máquina de vapor. Partiendo de las medidas indicadas en el 
diseño (en milímetros) calcular el área ABCDO, siendo la ecuación 




do la línea BC: pv y = const (lá línea BC se llama curva adiabática), 
y = 1,3..La línea AB es una recta paralela al eje Ov. 

2365. La fig. 42 muestra el diagrama de indicador de un motor 
Diesel. El segmento AB corresponde al proceso de la combustión 
de la mezcla; la adiabata BC, a la expansión; el segmento CD, al 
escape y la adiabata DA, a la compresión. La ecuación de la adiabata 
BC es: pv '•* = const, la ecuación do la adiabata AD es: pv l - u = 
= const. Partiendo de las medidas indicadas en el diseño (en mm) 
calcular el ároa ABCD. 


§ 3. Integrales impropias 

Integrales de límites infinitos 

En los ejercicios 2366—2385 calcular las integrales impropias 
(o demostrar su divergencia). 

«"*.}& 2367 -[^- 
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oc OO 


2368. 

j e- ax dx (a> 0). 

2369. 

f 2 xdx 
) • 


0 


-03 

2370. 

7 iz 

J ii+21+2 
— «0 

2371. 

Jtt* 

2 


OO 


OO 

2372. 

1 

2373. 

í 

0 

2374. 

7 dx 

2375. 

f dx 


J, xVl+i» 


OO 


OO 

2376. 

f xe~* 2 dx. 

2377. 

f z*e - *’ dx. 


J 


0 


OO 


OO 

2378. 

\ x sen x dx. 

2379. 

je - *' 1 * dx. 


J 

0 


n 


OO 


OO 

2380. 

\ e~* sen xdx. 

2381. 

j e^cos bxdx. 


0 


0 

2382. 

j nrc 'r dx. 

0 

2383. 

OO 

f * - 

.1 1 + X» • 

0 

2384. 

7 di 

2385. 

f ^ d! 

J 

-OO 

J (1 + X)2 

1 


En los ejercicios 2386 — 2393 analizar la convergencia de la* 
integrales. 


2386. 

f x 

2387. 

7**+» dr 

2388. 

OO 

f *“ t 

J *3 + 1 

J X* “*• 

J(x5+*3+l)3 C 


0 


0 


0 

2389. 

j ,D <* 2+, >dx. 

1 

2390. 

OO 

jl/lce~ x dx. 

0 

2391. 

fxarctgx d 

i ?*+* 


OO 


00 



2392. 

f ix 

2393. 

f dx 



J * lnln x' 

) V 




el 


' x (ln x) 2 
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Diversos problemas 

2418. La función / (x) es continua en el intervalo la, oo) y '/ ( x) -*■ 
->-.4 para x-v oo. ¿Puede converger la integral J / (x) dxl 

a 

2419. ¿Para qué valores de k la integral ^ x h *** sorá 

i 

convergente? 

2420. ¿Para qué valores de k convergen las integrales 

y ?■-*«—? 

i* lo i J i(ln a:)* 

b 

2421. ¿Para qué valores de k converge la inlogral | -- 

J (b — 


dx 

ib-x)" 


(b < «)? 
'422. 


2422. ¿Sería posible hallar tal k para que converja la integral 

¡Vete? 

O ^ 

2423. ¿Para qué valores de A y t converge la integral j ^- ( dx? 


2424. ¿Pora qué valores de m converge la integral j 1 z rfx? 

o 

n 

2425. ¿Para qué valores do k converge la integral f -¿i—? 

J sen h x 
o 

En los ejercicios 2426— 2435 calcular las integrales impropias. 

¡ -wy • 

OO 

2429. \ fi z jf z z y i ( n es un entero positivo), 
o 

co 

2430. | x"e~ z dx (n es un entero positivo). 


11—0176 
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2431. ^ ^''e-^dx (n es un entero positivo), 
o 

i 

2432. j (ln x)" dx (n es un entero positivo), 
o 

i 

2433». ( *™JLx para m: a)'par; b) impar. (m> 0). 
J 

i 

2434*. f ~ ~*} n dx ln es un entero positivo). 

J Y* 

2435. ?-- ^ — (0<a<2n). 

J (i—cosa) y i*—1 

oo oo 

2436*. Demostrar que j = j 

o o 

oo 

2437*. Demostrar que j ¿i = 0. 


x 1 dx n 

1 + x* =T7T 


2438. Calcular la integral í — ^==-dx. 

i ' 

En los ejercicios 2439—2448 calcular las integrales aplicando las 
fórmulas 

°° /— 

j r^ár^-y- (integral de Poisson), 
o 

oo 

^ ? ? ££.dx ~ ~ (integral de Dirichlet). 
o 

OO 

2439. !«-<“*&: (a > 0). 

CO « 

2440. í ~dx. 2441*. í ¿e-^dx. 

J o I 

OO 

2442. ^ xP'e'* 1 dx (n es un entero positivo). 
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2443. ji^dx. 2444. \^¡-dx. 

O / ‘ t .c‘V O 

2445. [ g? . S . cot> * dx (n>0, 6>0). 

O 5 

2446*. l^-dx. 2447*. J dx. 2448*. J ^ dx. 

1 o o o 

se- 

2449*. Pongamos <p(x) =— f ln eos y dy. (Esta Integral lleva el 

ó 

nombre de I,obachevekt.) Demostrar la relación 

ip(x) = 2q> + — 2<p —y)—*ln2. 

Valiéndose de la relación hallada calcular la magnitud 




la eos y dy 


(por primera ver calculada por Euler). 

En los ejercicios 2450— 2454 calcular las integrales. 


2 n 

2450. j lnsenxdx. 2451. j xlnsenxdx. 
o o 

n 

T i 

2452*. j xctgxdx. 2453*. j dx. 


2454. j 


li* 




Capítulo VIII 


Aplicaciones de la integral 


§ 1. Algunos problemas 
de geometría y de estática 

Area de la figura 

2455. Calcular el área do la figura limitada por las líneas cuyas 
ecuaciones son y* = 2i -+- 1 y x — y — '1= 0. 

2456. Hallar el área de la figura comprendida entre la parábola 
y = —x* -+- 4x — 3 y las tangentes a ésta en los puntos (0; —3) 
y (3; 0). 

2457. Calcular el área de la figura limitada por la parábola 
y* — 2 px y la normal a ésta inclinada hacia el eje de abscisas formán¬ 
dose entre ellos el ángulo de 135°. 

2458. Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
y = x* e y = Vx. 

2459. Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
y* -i- 8x = 16 y y* — 24x = 48. 

2460. Calcular el área de la figura limitada por las parábolas 
y = I a e y — e?l3. 

2461. La circunferencia z s + y 2 = 8 está dividida por la pará¬ 
bola y = x 3 /2 en dos partes. Hallar las áreas de las dos figuras. 

2462. Hallar las áreas de las figuras en las cuales la parábola 
y 3 = 6x divide la circunferencia z 3 + y 1 = 16. 

2463. De un círculo de radio a está cortada una elipse cuyo mayor 
eje coincide con uno de los diámetros del círculo y el menor es igual 
a 2b. Demostrar que el área de la parte restante es igual al área de 
la elipse cuyos semiejes son aya — b. 

2464. Hallar el área de la figura limitada por el arco de Una hipér¬ 

bola y su cuerda trazada desde el foco perpendicularmente al eje 
real. ; 

2465. La circunferencia x 3 -j- y 1 = a 3 está dividida por la hipér¬ 
bola x* — 2»/ a = a’/4 en tres partes. Calcular sus áreas, 

2466. Calcular las áreas de las figuras curvilíneas formadas por 

ila intersección de 1a elipse y* = i y la hipérbola y — y* = 1. 
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2467. Calcular el área do. la figura comprendida entre la línea 

y = y la parábola.!/ = y. 

2468. Calcular el área de la figura comprendida entre la línea 
y = x (x — 1)* y el eje de abscisas. 

2469. Calcular el área do la figura limitada por el eje de ordena¬ 
das y la línea z = y 1 (y — 1). 

2470. Hallar el área de una parto de la figura limitada por las 
líneas y m — x n e y n = x m , donde m y n son enteros positivos. La 
parte buscada se baila en el primer cuadrante. Analizar la cuestión 
sobre el área total de la figura según los números m y n seau pares 
o: impares. 

2471. a) Calcular el área del trapecio jnixtilíneo limitado por 
el eje de abscisas y la línea y = x — z 2 V"z. 

b) Calcular el área de la figura limitada por dos ramas de la línea 
(y — x) a = x 6 y por la recta x = 4. 

2472. Calcular el área de la figura limitada por la línea (y — 
— x -r 2) 2 = 9a; y los ejes de coordenadas. 

2473. Hallar el área del lazo de la línea y 1 = x (x — lj*. 

2474. Hallar el área de la figura limitada por la linea cerrada 
y 1 = (1 - x a ) 3 . 

2475. Hallar el área de la figura limitada por la línea cerrada 
y a = x a — x*. 

2476. Hallar el área de la figura limitada por la línea cerrada 
x 1 — u.r 0 + a a y a — 0. 

2477. Hallar el área de la figura limitada por la línea zV = 
= 4 (z — 1) y la recta que pasa por sus puntos de inflexión. 

2478. Calcular el área de la figura limitada por las líneas y = e*, 
y = e~* y la recta x = 1. 

2479. Calcular el área del trapecio mixtilíneo limitado por la 
línea y = (z 2 -+- 2z) e - * y el eje de abscisas. 

2480. Calcular el área del trapecio mixtilíneo limitado por la 
línea y = e~ x (z 2 + 3z + 1) + e 2 , por el eje Ox y por dos rectas 
paralelas al eje Oy trazadas de manera que pasan por los puntos ex¬ 
tremos de la función y. 

2481. Hallar el área de la figura limitada por las lineas y = 
= 2x a e x e y = —zV. 

2482. a) Calcular el área del trapecio mixtilíneo de base la, 61, 
limitado por la línea y = ln z. 

b) Calcular el área de la figura limitada por la linca g = ln z, 
por el eje de ordenadas y las rectas y — ln a, y = ln 6. 

2483. Calcular el área de la figura limitada por las líneas y = 
= ln x e y = ln 2 z. 

2484. Calcular el área de la figura limitada por las líneas 

y=*inz. 
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2485. Calcular el área de uno de los triángulos curvilíneos limi¬ 
tados por el eje de abscisas y las líneas 'y = sen x e y = eos x. 

2486. Calcular el área del triángulo curvilíneo limitado por el 

2 

eje de ordenadas y las líneas y — tg x e y = y eos x. 

2487. Hallar el área de la figura limitada por la línea y = 
= sen 3 x -i- eos 3 x y por el segmento^del eje de abscisas que une 
dos puntos sucesivos de la intersecciónjde la línea citada con el eje 
de abscisas. 

2488. Calcular el área de la figura limitada por el eje de abscisas 
y las líneas y = t arcsen x e y = árceos x. 

2489. Hallar el área de la figura limitada por la línea cerrada 

(y — a resen x)* = x — x*. ” 


2490. Hallar el área de la figura limitada por un arco de la ci¬ 
cloide x= a (í — sen t), y = a (1 — eos í) y el eje de abscisas. 

2491. Calcular el área de la figura limitada por la astroide x = 
= a eos 3 t, y = a sen 3 t. 

2492. Hallar el área de la figura limitada por la cardioide x = 
= 2a eos í — a eos 2t, « = 2a sen í — a sen 2í. 

2493. Hallar el área de la figura limitada por: 1) la epicicloide 

*= (R-j-r) eos t-r eos y = (R + r) sen t-rsem^M 

2) la bipocicloide 

x = (R — r) eosf + r eos —1» y = {R—r) sea t—rsea^~t 

siendo R = nr (n es un entero). Aquí R es el radio de la circunferen¬ 
cia inmóvil y r es el de la otra móvil; el centro de la circunferencia 
inmóvil coincide con el origen de coordenadas; í es el ángulo de rota¬ 
ción del radio trazado desde el centro de la circunferencia inmóvil 
al punto de contacto. 

2494. Hallar el área del lazo de la línea: 

i) x = 3í*; y = 3í - t 8 ; 2) x => t 3 - 1, y = < 3 - t. 


2495. a) Calcular el área que describe el rsdio polar de la espiral 
de Arquímedes p == a<p dando una revolución, si ip <= 0 corresponde 
al comienzo del movimiento. 

b) Calcular el área de la figura limitada por la segunda y la ter¬ 
cera espira de la espiral y por un segmento del eje polar. 

2496. Hallar el área de la figura limitada por la línea p = a sen 2<p 
(rosa da dos pétalos). , 



§ 1. Problemas da geometría y estática 


187 


2497. Hallar el área de la figura limitada por la línea p = 
= a eos 5<p. 

2498. Hallar el área de la figura limitada por el caracol de Pas¬ 
cal p — 2a (2 4- eos q>). 

2499. Hallar el área de la figura limitada por la línea p = 

= o tg cp (a > 0) y la recta <p = ji/4. 

2500. Hallar el área de la parte común de las figuras limitadas 
por las líneas p = 3 + eos 4<p y p = 2 — eos 4<p. 

2501. Hallar el área de la parte de la figura limitada por la línea 
p =» 2 + eos 2(p, que se halla fuera de la línea p = 2 -f sen <p. 

2502. Hallar el área de la figura limitada por' la línea p 8 *= 
= a 8 eos nq> (n es un entero positivo). 

2503. Mostrar que el área de la figura limitada por cualesquiera 
dos radios polares de la espiral hiperbólica pq> = a y su arco, es pro¬ 
porcional a la diferencia de estos radios. 

2504. Mostrar que el área de la figura limitada por cualesquiera 
radios polares de la espiral logarítmica p = ae m<c y su arco, es pro¬ 
porcional a laj diferencia de los cuadrados de estos radios. 

2505*. Hallar el área de la figura comprendida entre la parte • 
externa e interna de la línea 

. <¡> 

p = fl.sen s -i. 

2506. Calcular el área de la figura limitada por la línea 

P=VT — t 1 , \p = arcsen'í 

En los ejercicios 2507 — 2511 conviene haber pasado a las coorde¬ 
nadas polares y luego efectuar los cálculos. 

2507. Hallar el área de la figura limitada por la lemniscata de 

Bernoulli (a: 3 + y 2 ) 2 = a 8 (x 2 — y 2 ). . , ¡, 

2508. Hallar el área de la parte de la figura limitada por la lern- 
niscata de Bernoulli (véase el ejercicio anterior) que se halla dentro 
de la circunferencia x 3 + y 1 = a t l2. 

2509. Hallar el área de la figura limitada por 1a línea (a 8 + 
+ y 2 ) 2 — a 2 x 2 — b 2 y 2 •= 0. 

2510. Hallar el área de la figura limitada por la línea 

(x 8 + y 2 ) 2 - 4 a 2 xy (x 2 - y 2 ). 

2511. Calcular el área de la figura limitada por la línea x* + 
+ y* *= x* + y 2 . 


2512. Calcular el área de la figura comprendida entre la línea 
y — y su asíntota. 
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2513. Hallar el área de la figura comprendida entre la línea 
y = xe 2 y su asíntota. 

2514. Hallar el área de la figura comprendida entre "la cisoide 
y 2 = 2~¿ y su asíntota. 

2515. Hallar ol área de la figura comprendida entre la línea 
xy 2 = 8 — 4a: y su asíntota. 

2516*. 1) Calcular el área de la figura limitada por la línea, y = 
= iV*' y su asíntota. • 

2) Calcular el área de la figura limitada por la línea y 1 xe~ u . 

2517. Hallar el área de la figura comprendida entre la tractriz 
x = a (eos t + ln tg ), y = a sen t y el eje de abscisas. 

2518. Hallar ol área dol lazo y la de la figura comprendida entre 
la línea p = y su asíntota. 



Longitud de la línea * 

2519. Calcular la longitud dol arco de lo catenaria y = a ch 
(desde x, = 0 hasta x 2 = b). 

2520. Hallar la longitud dol arco de la parábola y 1 = 2px desde 
el vértice hasta el punto M (x, y). (Como la variable independíente 
ha de ser tomada y.) 

2521. Hallar la longitud del arco de la línea y = ln x (desde x, = 
= hasta x 2 = V8). 

2522. Hallar la longitud del arco de la línea y=ln(l — x*) 
(desde X[=0 hasta x 2 =»y). 

2523. Hallar la longitud del arco de la línea y =»ln 
(desde xi=o hasta x 2 ■= b). 

2524. Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica 
y 1 — (x — l) s comprendida dentro de la parábola y* «='-|\ 

2525. Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica 
5 y 3 = x 2 comprendida dentro de la circunferencia x a ■+■ y* = 6. 

2526. Calcular la longitud del lazo de la línea 9 ay 2 = x (x — 


* En los ejercicios en quo se calculen las longitudes de los arcos, en caso 
necesario, los paréntesis llevan indicaciones sobre el intervalo de variación de 
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2527. Hallar el perímetro de uno de los triángulos curvilíneos 
limitados por el eje de abscisas y por las líneas y ~ ln eos z e y ~ 
= ln sen z. 

2528. Hallar la longitud del arco de la línea x = ¿- 

comprendido entre su punto más inferior y el vértice (el punto de 
la línea que tiene la curvatura extrema). _ 

2529. Hallar la longitud de la linea y = Va: — z 3 + aresen Vx. 

2530. Hallar la longitud de la línea (y — aresen z) s = 1 — z*. 

2531. Hallar un punto de la cicloide z = a (£ — sen i), y = 
— a (1 — eos t) el cuál divida la longitud de su primer arco en razón 
de 1:3. 

2532. Sean dados la astroide x = R eos 3 I, y = R sen 8 t y los 
puntos en ella A (R, 0), B (0, /?). En el arco AB hallar el punto M 
tal que la longitud del arco AM constituya la cuarta parte do la longi¬ 
tud del arco AB. 

' S 2 

2533*. Hallar la longitud de la línea (-j)’-r (•jf-)* «»1- 

2534. Hallar la longitud de la línea z = a eos 5 t, y = a sen 6 t. 

2535. Hallar la longitud del arco de la tractriz 

z = a (eos f + ln tgy) , y=asent 

desde su punto (0, a) hasta su punto (z, y). 

2536. Hallar la longitud del arco de la evolvente de la circunfe¬ 
rencia 

z = R (eos i -f t sen i). V =■ R (sen t — t eos l) 

(desde t, = 0 hasta í s = «). 

2537. Calcular la longitud del arco de la línea 

z «= (¿* — 2) sen t -+■ 2f eos t, 
y = (2 — í ! ) eos t + 2í sen t 
(desde í, = 0. hasta í, = n). 

2538. Hallar la longitud del lazo de, la línea z = t 2 , y = t — g-. 

2539. Dos circunferencias de radios iguales a b, ruedan, sin res¬ 
balar, con velocidad angular igual, sobre una circunferencia de ra¬ 
dio a, por dentro y por fuera de ésta. En el momento t = 0 tocan el 
punto M de la circunferencia inmóvil con sus puntos M¡ y AT 2 . «Mos¬ 
trar que la relación de las distancias recorridas por los puntos Jlf, 
y A/j en cualquier lapso 'de tiempo, es constante e igual a (véa¬ 
se el ejercicio 2493). ■ 
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2540. Demostrar que la longitud del arco de la línea 

x = /" ( t) eos t + f (t) sen t, 
y = —f" (í) sen t + f (t) eos t 

correspondiente al intervalo (t,, í,), Jes igual a [/ (t) 4- /" (í)l |¡J. 

2541. Aplicar el resultado del eiercicio anterior para calcular la 
longitud del orco de la línea x = e‘ (eos t 4- sen t), y = e 1 (eos t — 
— son i) (desde l, =■ 0 hasta t¡ = í). 

2542. Demostrar que los arcos de las lineas 


“* = /«)- <p' (i), y = V (Í) + /' (0 

y 

x = /' (í) sen í — cp' (t) eos t, 
y = f (í) eos t + <p' (í) sen t 

correspondientes a un mismo intervalo de variación del parámetro í 
tienen longitudes iguales. 

2543. Hallar la longitud del arco de la espiral de Arqufmedes 
p = <¡<p desde el principio hasta el final de la primera espira. 

2544. Demostrar que el arco de la parábola y = corres¬ 
pondiente al intervalo 0 x -< a, tiene la misma longitud que el 
•arco de la espiral p = pep, correspondiente al intervalo 0 p 

< a. 

2545. Calcular la longitud del arco de la espiral hiperbólica 
p<p = 1 (desde <p, = 3/4 hasta <p, = 4/3). 

2546. Hallar la longitud de la cardioide p = a (i 4- eos (p). 

2547. Hallar la longitud de la línea p = a son’y (véase el ejer¬ 
cicio 2505). 

2548. Demostrar que la longitud de la línea p = a son m ~ (rn 

es un entero) es conmensurable con a cuando m es un número par y 
conmensurable con la longitud de la circunferencia de radio a cuan¬ 
do m es impar. 

2549. ¿Para quó valores del exponente k (k ^.0) la longitud do 
la línea y = az* viene expresada en funciones elementales? (Con¬ 
viene partir del teorema de Chebisbev sobre los casos do integrabi- 
lidad del binomio diferencial.) 

2550. Hallar la longitud de la línea dada por la ecuación;. 

x A 

y— ^ ycosxdx. 
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2551. Calcular la longitud del arco de la línea 



desde el origen de coordenadas hásta el punto más próximo que tenga 
la tangente vertical. 

2552. Demostrar que la longitud del arco de la sinusoide y = 
= sen x correspondiente al período del seno, es igual a la longitud 
de la elipse cuyos semiejes son iguales a 1^2 y i. 

2553. Mostrar que la longitud del arco de la cicloide «acortada» 
o «alargada» x =» mt — n sen t, y = m — n eos t (m. y n son núme¬ 
ros positivos) en el intervalo desde í, — 0 hasta i, = 2 n es igual a 
la de lajelipse cuyos semiejes son a = m + n, b = | m — n |. 

2554*. Demostrar que la longitud de la elipse de sem iejes a 
y b satisface las desigualdades n (a + b) < L < n\/~2- y a 2 + b* 
(problema de I. Bernoulli). 

Volumen del cuerpo 

2555. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
engendrada por la revolución de la parábola y* = ix alrededor de 
su eje (paraboloide de revolución) y por el plano perpendicular a su 
eje que dista una unidad del vértice de la parábola. 

2556. Una elipse cuyo eje mayor es de 2a y el menor, de 2 b gira 
alrededor: 1) del eje mayor; 2) del eje menor. Hallar el volumen de los 
elipsoides de revolución engendrados. En caso particular calcular 
el volumen de la esfera. 

2557. Un segmento parabólico simétrico cuya base es igual a a 
y la altura, h, gira alrededor de su base. Calcular el volumen del 
cuerpo de revolución engendrado («limón» de Cavalieri). 

2558. Una figura limitada por la hipérbola x 2 — y 2 = a? y la 
recta x = a + h (h > 0), gira alrededor del eje de abscisas. Hallar 
el volumen del cuerpo de revolución, 

2559. Un trapecio mixtilíneo limitado por la línea y = xé* y 
las rectas x = 1, y = 0, gira alrededor del eje de abscisas. Hallar 
el volumen del cuerpo engendrado. 

2560. La catenaria y = ch x gira alrededor del eje de abscisas 
siendo engendrada una superficie llamada catenoide. Hallar el volu¬ 
men del cuerpo limitado por la catenoide y dos planos que distan a 
y b unidades desde el origen y que son perpendiculares al eje de abs¬ 
cisas. 

2561. Una figura limitada por los arcos de las parábolas y —■ x 2 
e y 2 = x, gira alrededor del eje de abscisas. Calcular el volumen del 
cuerpo engendrado. 
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2562. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la revolución 
alrededor del eje do' abscisas del trapecio que se halla situado encima 
del eje Ox y que -viene limitado por la línea (2 — 4) y a = x (2 — 3). 

2563. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la revolución 
alrededor del eje Ox del trapecio mixtilíneo limitado por la línea 
y = arcsen 2 y cuya base es [0, 11. 

2564. Calcular el volumen del cuerpo engendrado por la revo¬ 
lución alrededor del eje de ordenadas de la figura limitada por la 
parábola y = 2x — x 1 y ol eje de abscisas, 

2565. Calcular el volumen del cuerpo engendrado por el trapecio 
mixtilíneo que gira alrodcdor dol eje de ordenadas y que está limi¬ 
tado por el arco de la sinusoide y = sen 2 correspondiente al semi¬ 
período. 

2566. La lemniscata (x- + y 3 ) 3 = a- ( 2 a — y 3 ) gira alrededor del 
eje de abscisas. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la super¬ 
ficie engendrada. 

2567. Calcular el volumen del cuerpo engendrado por la figura 
que gira alrededor del eje de abscisasas y está limitada por la línea: 
1) 2 * + y* m a a 2 *; 2) 2 * + y* = 2 a . 

2568. Un arco de la cicloide 2 = a (í — sen t), y — a (1 — eos l) 
gira alrededor de su baso. Calcular el volumen del cuerpo limitado 
por la superficie engendrada. 

2569. La figura limitada por un arco de la qicloide (véase el 
ejercicio anterior) y por la base do ésta, gira alrededor de la roela 
perpendicular al centro de la base (eje de simetría). Hallar el volu¬ 
men del cuerpo engendrado. 

2570. Hallar ol volumen del cuerpo engendrado por la revolución 

2 2 2 

do la astroide 2 3 + y 3 = a 3 alrededor de su eje de simetría. 

2571. La figura limitada por el arco de la línea 1 =^- eos 3 1, y = 



sen 3 t (evoluta de la elipse) situada en ol primer cuadrante, y 


por los ejes de coordenadas, gira alrededor del eje de abscisas. Ha¬ 


llar el volumen del cuerpo engendrado. 


2572. Calcular el volumen del cuerpo limitado por la superficie 


del huso infinito engendrado por la'revolución de la línea y *= 

alrededor de su asíntota. , 

2573. La línea y 3 — 2exe~ IX gira alrededor de su asíntota. Hallar 
ol volumen dol cuerpo limitado por la superficie engendrada, 
2574*. 1) La figura limitada por la línea y = «'** y la asíntota 
de ésta gira alrededor del eje de ordenadas. Calcular el volumen del 
cuerpo engendrado. „ ' .iiíii 

2) La misma figura gira alredodor del eje de abscisas. Hallar 
el volumen del cuerpo engendrado. < . 
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2575*. Calcular él volumen del cuerpo limitado por la superficie 
engendrada al girar la línea y :=¡ 2 ?e~ x ‘ alrededor de su asíntota. 

2576*. La figura limitada por la línea y = y el eje de abs¬ 
cisas, gira alrededor del eje de abscisas. Calcular el volumen del' cuer¬ 
po engendrado. . 

2577*. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 

engendrada al girar la cisoide y 1 = ¡¿ ' i ( a - > ®) alrededor de su 
asíntota. 

2578. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
engendrada al girar la tractriz i = a (cos£+lntgy), y = a$cnt 
alrededor de su asíntota. 


2579*. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el elipsoide 

2580. 1) Calcular el volumen del cuerpo limitado por el para¬ 
boloide elíptico + 7 T y el plano 2 = 1. 

2} Hallar el volumon del cuerpo limitado por el hiperboloide 
de una hoja % + **-l V P° r los plano» z=-l y z-2. 


2581. Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por el 
paraboloide s = a 3 -j-2p 2 y el elipsoide 3? + 2y* + ¿‘= 6. 

2582. Hallar los volúmenes de los cuerpos engendrados al 
cortarse el hiperboloide do dos hojas j — Tp=l yo' elipsoide 


T+T+T- 1 ' 

2583. Hallar el volumen del cuerpo limitado por la superficie 
cónica (z — 2) J =y+Y y el plano z=0. 

2584. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide 
2z=^+^ y el cono ^+y = * 2 - 

2585*. Hallar el volumen del cuerpo cortado de un cilindro cir¬ 
cular por el plano que pasa por el diámetro de la base («segmento ci¬ 
lindrico», véase la fig. 43). En particular, poner R = 10 cm y lí = 
= 6 cm. 

2586. Un cilindro parabólico está cortado por dos planos uno 
de los cuales es perpendicular a la generatriz. Como resultado se 
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obtiene un cuerpo mostrado en la fig. 44. La base común de los seg¬ 
mentos parabólicos es a — 10 cm, la altura del mismo segmento que 



Flg. 43 Fig. 44 

está en la base, es H = 8 cm, la altura del cuerpo h es de 6 cm. Cal¬ 
cular el volumen del cuerpo. 

2587. Un cilindro cuya base es una elipse está cortado por un 
plano inclinado que pasa por el eje menor de la elipse. Calcular el 




volumen del cuerpo engendrado. La fig. 45 presenta las dimensiones 
lineales. w- ■; 

2588*. En todas las cuerdas de un círculo de radio,/? paralelas 
a una misma dirección están construidos segmentos parabólicos si¬ 
métricos de altura constante H. Los planos de éstos son perpendicu¬ 
lares al plano de la circunferencia. Hallar el volumen del cuerpo 
engendrado de esta manera. 

2589. Un cono circular recto de radio R y de altura H está cortado 
en dos partes por un plano que pasa por el centro de la base parale- 
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lamente a la generatriz (véase la fig. 46). Hallar los volúmenes de las 
dos partes del cono. (Las secciones del cono por los planos paralelos 
a la generatriz son segmentos parabólicos.) 




2590. El centro de un cuadrado de dimensiones variables se 
desplaza a lo largo del diámetro de un círculo de radio a. Al mismo 
tiempo el plano en que se halla el cuadrado sigue siendo perpendi¬ 
cular al del círculo y dos vértices opuestos¡del cuadrado se desplazan 
sobre la circunferencia. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por 
este cuadrado que se halla en movimiento. 

2591. Un círculo de radio variable se desplaza de tal modo que 
uno de los puntos de su circunferencia sigue en el eje de abscisas, 
mientras que su centro avanza sobre la circunferencia x* -f ¡/ s = r s , 
y el plano del mismo es perpendicular al eje de abscisas. Hallar el 
volumen del cuerpo engendrado. 

2592. Los ejes de dos cilindros iguales se cortan formando el ángu¬ 
lo recto. Hallar el volumen del cuerpo que forma parte común'del 



Fig- 48 
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cilindro (la fig. 47 presenta 1/8 del cuerpo). (Examinar las seccio¬ 
nes engendradas por los planos paralelos a los ejes de los dos cilin¬ 
dros). 

2593. Dos cilindros inclinados tienen la misma altura H, la 
base superior común de radio A y sus bases inferiores se tocan (véase 
la fig. 48). Hallar el volumen de la parte común de los cilindros. 


Area de la superficie de revolución 

2594. Hallar el área de la superficie engendrada por la revolución 
de la parábola y- = 4 ax alrededor del eje de abscisas desde el vértice 
hasta el punto cuya abscisa es x = 3a. 

2595. Calcular el área de la superficie engendrada por la revolu¬ 
ción de la parábola cúbica 3y — 3? = 0 alrededor del eje de abscisas 
(desde z, == 0 hasta x 0 = a). 

2596. Calcular el área de la catenoide, superficie engendrada por 
la revolución de la catenaria y = a ch-jp alrededor del eje de abscisas 
(desde z, = 0 hasta x z = o). 

2597. Al girar la elipse ^ = 1 alrededor de su eje mayor 

es engendrada la superficie llamada elipsoide alargado de revolución, 
mientras cuando gira alrededor de su eje menor es engendrada la 
superficie llamada elipsoido acortado de revolución. Hallar las áreas 
de las superficies de los olipsoides alargado y acortado. 

2598. Calcular el área de la superficie fusiforme engendrada por 
la revolución de un arco de la sinusoide y = sen x alrededor del eje 
do abscisas. 

2599. El arco del tangensoide y = tg x desde su punto (0, 0) hasta 
su punto (n/4, 1) gira alrededor del eje de abscisas. Calcular el área 
de la superficie engendrada. 

2600. Hallar el área de la superficie engendrada por la revolu¬ 

ción alrededor del eje de abscisas del lazo de la línea 9 ay* = 
=> x (3a — z)®. . 

2601. El arco de la circunferencia z® 4• y* = a® que se halla en 
el primer cuadrante gira alrededor de la cuerda que lo subtiende. 
Calcular el área de la superficie engendrada. 

2602. Hallar el área de lo superficie engendrada por la revolu¬ 
ción alrededor del eje do abscisas del arco de la línea x = e sen í, 
y = e‘ eos t desde t, = 0 hasta t„ = ji/2. 

2603. Hollar el área de la superficie engendrada por la revolu¬ 

ción de la astroide z = a eos 3 í, y = a sen 3 t alrededor del eje de 
abscisas. ' —' . , . 

2604. El arco de la cicloide gira alrededor de su eje de simetría. 
Hallar el área de la superficie engendrada (véase el ejercicio 2568). 
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_ 2605. Hallar el área de la superficie engendrada por' la revolu¬ 
ción de la cardioide p =» a (1 4- cós q>) alrededor de su eje polar. 

2606. La circunferencia p = 2r sen <p gira alrededor del eje po¬ 
lar. Hallar el área de la superficie engendrada. 

2607. La lemniscáta p 5 =. a 1 eos 2<p gira alrededor del' eje polar. 
Hallar el área de la superficie engendrada. 

2608. El arco infinito de la línea y = e~ x correspondiente a los 
valores positivos de x. gira alrededor del eje de abscisas. Calcular 
el área de la superficie engendrada. 

2609. La tractriz x = a (eos í + ln tg y), y = a sen l gira 

alrededor del eje de abscisas. Hallar el área de la superficie infinita 
engendrada. 

Momentos y centro de gravedad*) 

2610. Calcular el momento estático de un rectángulo dé base a 
y la altura h con respecto a su base. 

2611. Calcular el momento est’ático de un triángulo rectángulo 
Isósceles cuyos catetos son iguales a ó, con respecto a cada uno de 
sus lados. 

2612. Demostrar que se verifica la siguiente fórmula: 

6 6 
f (ax + b)f(x)dx = (a\ + b)^/(x)dx, 


donde | os la abscisa del centro de gravedad del trapecio mixtilineo 
de base (o, ó) limitado por la linca 
'J - / (*)• 

2613. Hallar él centro de gravedad 
de un segmento parabólico de base a y 
la altura h. 

2614. Un rectángulo de lados a y b 
está dividido en dos partes por el arco 
de una parábola cuyo vértice coincide 
con uno de los vértices deí'rectángulo 
y que pasa por el vértice opuesto de 
éste (véase la fig. 49). Hallar el centro 
de gravedad de las dos partes S¡ y 
del rectángulo. 

2615. Hallar las c oordenad as del centro de gravedad’de la semi¬ 
circunferencia y =s y'r 2 — 2 a . 



Fig. 49 


» En todos los ejercicios de ésta parte (2610—2662) la densidad se toma 
igual a 1 . 


12-0170 
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2616. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del semi¬ 
círculo limitado por el eje de abscisas y la semicircunferencia y = 
= Vr> — a 4 .' 

2617. Hallar el centro de gravedad del arco do la circunferencia 
de radio R, el cual subtiende el ángulo central a. 

2618. Hallar las coordenadas del «centró de gravedad do la_fi- 

gura limit ada por los ejes de coordenadas y la parábola Yx Y y = 

= Ya. 

2619. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 

limitada por los ejes de coordenadas y el arco de la elipse^ + = 

= 1 que se halla en el primer cuadrante. 

2620. Hallar el momento estático del arco de la elipse fj + p- = 
= 1 el cual se halla en el primer cuadrante, Con respecto al eje de 
abscisas. 

2621. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por el arco de la sinusoide y — sen a y el segmento del eje 
de abscisas (desde 'z, = 0 ¡hasta ¡z¡ = n). 

En los ejercicios 2622—2624 hallar ol momento estático de la 
figura limitada por las líneas dadas, con respecto al eje de abscisas. 

2622. o y = x z , 

2623. y = sen x o y = y (para un segmento). 

2624. y = z a e y = Yx. 

2625. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la fi¬ 
gura limitada por la línea cerrada y* = az 3 — x*. 

2626. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de la 

catenaria y = a ch -£• comprendida entre los puntos cuyas abscisas 
son z, = ►— a y z, = a. 

2627. Demostrar que el momémo estático dé un,arco cualquiera 
de la parábola, con respecto al eje de la misma i es proporcional a la 
diferencia de los radios de curvatura en los puntos extremos del arco. 
El coeficiente de proporcionalidad es igual a pl 3, donde p es e) pará¬ 
metro de la parábola. 

2628. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer 
arco de, la cicloide z == a (t — sen t), y = o (1 — eos í). 

2629. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por el primer arco de una cicloide y'él eje dé abscisas. r ' 

2630. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de 
la astroide x — a eos* t, y = a sen* t el cual se halla en el primer 
cuadrante. 
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§ 1. Prdblémás de geometría y estática 


•¡2631. ¡Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por los ejes de coordenadas y el arco de una astroide el cual 
se halla en el primer cuadrante. 

2632. Demostrar que la asbeisa y la ordenada del centro de gra¬ 
vedad del sector limitado por dos radios polares y por la línea cuya 
ecuación se da en las cooredenadas pelares p = p (<j>), vienen expre¬ 
sadas del modo siguiente: 


®z 

®a 

t p*cos<p dip 

f p 3 senq>tf(p 

2 


3 ®¡¡ • 

V 3 ®2 


r 

®. 



2633. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad 
del sector limitado ,por una semiespira de la espiral de Arquímedos 
p = aq> (desde tp, = Q hasta <p 2 = n), 

2634. Hallar el centro de gravedad de un sector circular de radio 
R cuyo ángulo central es igual a 2a. 

2635. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad 
de lo figura limitada por la cardioide p = a (1 + eos <p). 

2636. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad 
do la figura limitada por el lazo derecho de la lcraniscata de Bernou- 
111 p s "o a a eos 2<p. 

2637. Mostrar que las coordenadas cartesianas del centro do 
gravedadfdel arco de la línea cuya ecuación es dada en las coordena¬ 
das polares p = p (tp), vienen expresadas del modo siguiente: 


»2 

J pcosyVpÑT 5 *? 

- 

5 /p2 + p'2^ 


If-*- 


$ psouqi /pü+p'Zcicp 


5 vV+p' z *p 


2638. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad 1 
del arco de la espiral logarítmica p = ae® (desdo <p, = n/2 hasta 
<Ps = «)• 

2639. Hallar las coordenadas cartesianas del centro de gravedad 
del arco de la cardioide p = a (1 + eos <p) (desde <p, = 0 hasta 
<Ps = ")• 


2640. ¿A qué distancia del centro geométrico se halla el centro 

de gravedad de la semiesfera de radio R1 , 

2641. Hallar el centro de gravedad de la superficie de lá semíéhí 
fera. 
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2642. Sea dado un cono circular recto cuyo radio de base es fí y 
la altura! H. Hallar la distancia que media entre la base del cono y el 
centro de gravedad de su superficie lateral, de su superficie total y 
de su volumen. 

, , 2643. ,¿Qué distancia, media entre la base y el centro de gravedad 
<le un cuerpo, de altura h, limitado por un paraboloide de revolución 
y un plano perpendicular a su eje? 

2644. Hallar el momento de inercia del segmento AB = l con 
respecto al eje que se halla en el mismo plano. El extremo A del seg- 
monto dista a unidades del eje, el extremo B del segmento dista b 
unidades del eje. 

'2645. |Hallar el momento de inercia de una circunferencia de 
radio fí con respecto a su diámetro. 

2646. Hallar el momento de inercia del arco de la línea y = 

!>=* 6 X con respecto al eje de abscisas. 

2647. Calcular el momento de inercia, con respecto a los dos ejes 
de las coordenadas, de un arco de la cicloide x = a (i — sen í)> 
y = a (1 — eos 0- 

2648. Hallar el momento de inercia de un rectángulo de lados 
a~ y b con respecto a su lado a. 

2649. Hallar el momento de inercia de un triángulo de base a y 
la altura h con respecto a: 

1) la base; 

• 2) la recta que siendo paralela a la base pasa por el vértice; 

3) la recta que siendo paralela a la base, pasa por el centro de 
gravedad del triángulo. 

2650. Hallar el momento de inercia de un semicírculo de radio fí, 
con respecto a su diámetro. 

2651. Hallar el momento de inercia de un círculo de radío fí, 
con respecto a su centro. 

2652. Hallar el momento de inercia de una elipso de semiejes a 
y b, con respecto a los dos ejes de la misma. 

2653. Hallar ellmomento de inercia de un cilindro cuyo radio 
de base es igual a fí, y la altura H, con respecto a su eje. , . 

2654. Hallar el momento de,inercia de un cono cuyo,radio de base 
es igual a \R, la altura H, con respecto a su eje. 

2655. Hallar el momento de inercia de una esfera de radio R, 
con respecto a su diámetro. 

2656. Una elipse gira alrededor de uno de sus ejes. Hallar el 
momento de inercia del cuerpo engendrado (elipsoide de revolución), 
con respecto al eje de su revolución. 

2657..¡Hallar el momento de inercia)-con respecto ai 'eje de revo¬ 
lución, de un paraboloide de revolución, cuyo radio de base es 2? y la 
altura, H. A ¡ , '■< **■* * ‘ 
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. i2658. Calcular el momento de inercia, con respectó al eje Oz, 
del cuerpo limitado por el hiperboloide de úna hoja ~+ — — 

— z a .= 1 y los planos z = 0 y i = 1. 

2659. El trapecio mixtilíneo limitado por las líneas y = e*, 
y = 0, x = 0 y x — 1 gira alrededor 

1) del eje Ox, 2) del eje Oy. 

. Calcular el momento de inercia del cuerpo engendrado, con res¬ 
pecto al eje de revolución, • , . 

2660. Hallar el momento de inercia de la superficie lateral de 
un cilindro cuyo radio de base es R y la altura, H, con respecto a su 
eje. 

2661. Hallar el momento de inercia de la superficie lateral de 
un cono cuyo radio de base es fí y la altura, H, con respecto a su 
eje. 

2662. Hallar el momento de inercia de la superficie de una es¬ 
fera do radio R, con respecto a su diámetro. 

Teoremas de Guldin 

2663. Un hexágono regular, de lado a, gira alrededor de uno de 
sus lados. Hallar el volumen dél cuerpo engendrado. 

2664. Una elipse cuyos ejes son AA, = 2a y BD l =* 2 b gira al¬ 
rededor de una recta paralela al éje AA¡, que dista 3fe del mismo. 
Hallar el volumen del cuerpo engendrado. 

2665. Una astroide gira alrededor de una recta que atraviesa 
dos picos contiguos. Hallar el volumen y la superficie del cuerpo 
engendrado (véase-el ejercicio 2630). 

2666. La figura engendrada por los primeros arcos de las cicloides 

x = a (t — sen t), y = a (1 — eos f) 

y 

x = a(t-~ sen t), y = — a (1 — eos í) 

gira alrededor del eje de ordenadas. Hallar el volumen y la superfi¬ 
cie del cuerpo engendrado. 1 

2667. Un cuadrado gira alrededor de una recta que 'se halla en 
el mismo plano pasando por uno de sus vértices. ¿Cuál ha de ser la 
posición de la recta respecto al cuadrado para que el volumen del 
cuerpo de revolución engendrado sea máximo? La misma pregunta 
respecto al triángulo. 

§ 2. Algunos problemas de física 

2 668. L a velocidad del cuerpo es dada por la fórmula v = > 

— y l + 2 m/s. Hallar la distancia recorrida por el' cuerpo en' los 
primeros 10 s al comenzar el movimiento. 
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2669- Cuando se efectúa el movimiento armónico oscilatorio 
a lo largo del eje de abscisas, cerca del origen de coordenadas, la 
velocidad ^ viene dada por la fórmula 



donde t es el tiempo; T, período de oscilación; <p 0 . fase inicial. Ha¬ 
llar la posición del punto en el momento t t si es sabido que en el mo¬ 
mento se halló en el punto x — x,. 


' La fórmula / => k ^ , donde m y M son las masas de los pun¬ 
tos, r, la distancia que media entre éstos, y k, coeficiente de propor¬ 
cionalidad igual o 6,67-10- n ¡~s(loy do Newton) establece la fuer¬ 
za / de interacción de las masas de dos puntos. Tomando esto en 
consideración resolver los problemas de los ejercicios 2670—2678. 
(La densidad se supone constante.) • 

2670. La barra AB, de longitud l y de masa M., ejerce la atrac¬ 
ción sobre el punto C de masa m el cual se halla en.la prolongación 
de la barra. Entre el punto C‘ y el extremo más próximo, B do la barra 
¿hedía la distancia a. Haljar la fuerza de interacción de la barra y el 
punto. ¿Qué masa puntual debe ser colocada en A para quo ésta 
actúe sobre C con la misma fuerza que la.barra AB? Considerar el 
casó de un puntó que se halla en la prolongación de la barra y pri¬ 
mero dista r¡ do la barra misma. Después, desplazándose a lo largo 
dé : la recta, que constituye la prolongación de la barra, el citado 
punto va acercándose á la* misma, resultando entre ambos la distan¬ 
cia r-, ¿Qué trabajo realiza la fuerza de atracción en este caso? 

2671. ¿Cuál es la fuerza con que el semianillo de radio r y de ma¬ 

sa M ejerce su acción sobre el punto material de masa m, que se halla 
en su centró? , , ' , 

2672. ¿Cuál, es la fuerza con que el anillo de alambre, de masa 
M y de radio i?, ejerce su acción sobre el punto material C, de masa 
m que se halla en la recta que pasa por el centro del anillo perpendi¬ 
cular a su plano? La distancia entre, el citado punto y el centro del 
anillo es igual a o. ¿Qué trabajo realizaría la fuerza de atracción a} 
desplazarse el punto desde el infinito hasta el centro del anillo? 

2673. Aplicando el resultado del ejercicio anterior calcular la 

fuerza con que un disco plano, de radÍQJfl ;y de masa M, ejerce su 
acción sobre ei punto material de masa m que se halla en su eje, dis¬ 
tando a del centro. v V' , 

2674. Aplicando el-resultado del ejercicio anterior calcular Ja 
fuerza con que un plano infinito en el cual la masa, de densidad 



§ 2. Problemas de física 


183 


superficial a, está distribuida uniformemente, ejerce su acción sobre 
«1 puntó material de masa ra. La distancia entré el punto y el plano 
es a. 

2675. Existe un cono recto circular truncado cuyos radios do 
base son R y r, la altura, h , la densidad, y. En su vértice-está colo¬ 
cado un punto material de masa m. ¿Cuál es la fuerza do la acción 
■que es ejercida por él cono sobre dicho punto? 

2676. ¿Cuál es 1a atracción que ejerce la línea quebrada material 
y — 1 x | 4- 1 sobre el punto material, de masa m, que se halla en el 
origen de coordenadas? (La densidad lineal es igual a y.) 

2677. Demostrar que la línea material quebrada y «= a \ x | + 
+ 1 (a 0) ejerce' la'atracción sobre un punto material que se ha¬ 
lla en el origen de coordenadas. Dicha atracción no depende de a, es 
decir, de la abertura del ángulo entre los lados de la línea quebrada. 

2678*. Dos barras iguales, siendo cada una de longitud l y de 
masa M, pertenecen a una misma recta, roidiando entre ellas la 
distancia l. Calcular su atracción mutua. , 


2679. Bajo la acción de la gravedad upa gota de masa inicial 
M efectúa la caída. Al mismo tiempo vg evaporándose uniformemente 
perdiendo, por segundo, una masa igual, a- m. ¿Cuál es el trabajo rea¬ 
lizado por la gravedad desde que comenzó la caída hasta que la gota 
quedó completamente evaporada? (Se prescinde de la resistencia del 
aire.) 

2680. ¿Cuál es el trabajo que se debe realizar para amontónar 
la arena en forma de- cono truncado, ■ de altura H, cuyos radios de 
base sean flyr(r< R)7 El peso específico es igual a d (la arena se 
hace desplazar levantándola dél suelo, en el qué se apoya la base 
mayor del cono). 

2681. Las dimensiones de la pirámide de Cheops son aproxima¬ 
damente las siguientes; la altura es de 1<50 m,_la. arista de la base 
(del cuadrado), 200 m. El peso específico de la piedra empleada en 
la construcción es igual aproximadamente a 2,5 gf/cm s . Calcular 
el trabajo realizado durante la construcción para superar la grave¬ 
dad. 

2682. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar el 
agua de un recipiente cilindrico, de altura H = 5 m cuya base es un 
circulo de radio R = 3m. 

2683. Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacar un 
líquido, de peso específico d, de un recipiente. Esto representa, por 
su forma, un cono de vértice invertido, cuya altura es H y el radio 
de la base, R. ¿De qué manera cambia el resultado si el cono tiene 
su vértice en posición normal? 

2684. Calcular el trabajo que ha de ser realizado parajsacar el 
agua de un recipiente semiesférico de radio fl = 0,6 m. 
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2685. La caldera tiene la forma de paraboloide de revolución 
(véase la fig. 50). El radio de la base es R — 2 m, la profundidad de 




Fig. 50 


Fig. 51 


la caldera, H = 4 ni. La lleDa un líquido cuyo peso específico es 
d = 0,8 gf/cm 9 . Calcular el trabajo que ha de ser realizado para sacat 
el líquido. 

2686. Hallar el trabajo que ha de ser realizado para sacar el 
agua de una cisterna que tiene las siguientes dimensiones (véase la 
fig. 51):'a = 0,75 m, b «= 1,2 m, H = 1 m. La superficie lateral de 
la cisterna representa un cilindro parabólico. 


La energía cinética del cuerpo que gira alrededor de un eje in 
móvil, es igual a —■ Ja', donde m es la velocidad angular, J es el 

momento de inercia respecto al eje de revolución. Resolver los pro¬ 
blemas de los ejercicios 2687—2692, tomando en consideración lo 
sobredicho. 

2687. La barra AB (véase la fig. 52) gira en el plano horizontal 
álredódór del eje 00' con la.velocidad angular co = lOns" 1 - La sec- 



Fig. 52 


ción transversal de la barra es S = 4 cm*; la longitud, í = 20 cm; 
la densidad del material de la barro, Y»= 7,8 g/cm 8 . Hallar la ener¬ 
gía cinética de la barra. 
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2688. Una lámina rectangular cuyos lados miden á = 50 cm y 
6 :=J40 cm, y el grosor es d — 0,3 cm, gira alrededor del lado a te¬ 
niendo la velocidad angular ti) constante e igual a 3rts _I . Hallar¬ 
la energía cinética de la lámina. La densidad del material de la lá¬ 
mina y = 8 g/cm®. 

2689- Una lámina triangular cuya base es a — 40 cm y la altura, 
h = 30 cm, gira alrededor de su base teniendo la velocidad ángular 
o) constante e igual a tú m 5n s" 1 . Hallar la energía cinética de la/ 
lámina tomando en consideración que su 

grosor d — 0,2 cm y la densidad del material a _ 

de la misma y = 2,2 g/cm®. [ 

2690. Una lámina en forma, del segmento V 7 

parabólico (véase la fig. 53) gira alrededor \ ' /• •<* 

del eje de la parábola teniendo la velocidad \ / 

angular constante e igual a ti> — 4» s* 1 . La \_ y 

base del segmento es a = 20 cm; la altura, ^ 

h =» 30 cm; el grosor de la lámina, d = 0,3 cm, 
la densidad del material y = 7,8 g/cm». Ha- Fig. 53 

llar la energía cinética de la lámina. 

2691. Un cilindro circular cuyo radio de base es R y la altura H 
gira alrededor de su propio eje teniendo la velocidad angular cons¬ 
tante e igual a to. La densidad del material de la lámina es y. Hallar 
la energía cinética del cilindro. 

2692. Cierto alambre fino, de masa M , ha sido combado adop¬ 
tando la forma de semicircunferencia do radio R. Va girando alrede¬ 
dor del eje que pasa por los extremos dé la semicircunferencia dando- 
re vueltas por minuto. Calcular su energía cinética. 

Calcular la enorgía cinética para el caso en que el eje de revolu¬ 
ción es la tangente en el punto medio de la semicircunferencia. 


2693. Una lámina en forma de triángulo está sumergida, en posi¬ 
ción vertical, en el agua de modo que su base se halla sobre la su¬ 
perficie del agua. La base do la lámina es a, la altura, h. 

a) Calcular la fuerza de la presión que ejerce el agua sobre cadá 

uno de los lados de la lámina. ■ 

b) ¿En cuánto aumentará la presión si invertimos la lamina- 
de modo que su vértice quede en la superficie y la base sea paralela- 
a la superficie del agua? 

2694. Una lámina cuadrada está sumergida, en posición verti¬ 
cal, en el agua de modo que uno de los vértices del cuadrado se- 
halla sobre la superficie del agua, estando en contacto con ella, y una 
de las diagonales es paralela a la superficie. El lado del cuadrado es 
igual a a. ¿Cuál es la fuerza de la presión que ejerce el agua sobre- 
cada uno de los lados de la lámina? 
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2695. Calcular la tuerza de la presión que ejerce el agua sobre 
la presa que tiene la forma de un trapecio isósceles cuya base supe¬ 
rior es a = 6,4 m; la inferior, b = 4,2 m, y la altura, H = 3 m. 

2696. La mitad de una lámina en forma de elipse está sumergida 
•en el líquido, en posición vertical, de modo que uno de sus ejes 
■(cuya longitud es igual a 26) se halla sobre la superficie, estando en 
•contacto con ella. ¿Cuál es la fuerza de la presión que ejerce el líquido 
sobes cada uno de los lados de la lámina? La longitud de la parte 
sumergida del semieje de la elipse es igual a a; el peso específico del 
líquido, d. 

2697. Una lámina rectangular cuyos lados son a y b (a > b) 
está sumergida eri el líquido formándose entre ésta y la superficie 
■del líquido el ángulo a. El lado mayor es poralelo a la superficie y 
se halla a la profundidad h. Calcular la presión que ejerce el líquido 
sobre cada uno de los lados de la lámina teniendo en cuenta que el 
peso específico del líquido es d. 

2698. El agua y el aceite (en proporciones iguales) llenan un reci¬ 
piente rectangular, siendo el peso del aceite dos veces menor que 
el del agua. Mostrar que la presión sobre cada una de las paredes del 
recipiente disminuye en úna quinta parte si se toma sólo el aceito 
•en vez de la mezcla. (Es necesario tener en cuenta que todo el aceite 
•se halla encima.) 

Resolviendo los problemas de los ojercicios 2699—2700 hace falta 
apoyarse eu el principio do Arquimedes que dice lo siguiente: la 
fuerza de empuje ascensional que ejerce su acción sobre eL sólido 
•sumergido en un fluido es igual al peso del fluido desalojado. 

2699. Un flotador de madera y de forma cilindrica cuya superfi¬ 
cie de base es S = 4000 cm’ y la altura, // = 50 cm, flota sobre la 
•superficie del agua. El peso específico de la madera es d = 0,8 gf/cm 8 . 

a) ¿Qué trabajo ha de ser realizado para sacar el flotador del agua? 

b) Calcular el trabajo que hace falta realizar para sumergir el flota- 
•dor de modo que lo cubra el agua? 

2700. Una esfera do radío R y de peso específico 1 está sumergida 
•en el agua de modo que está én contacto con la superficie. ¿Qué 
trabajo ha de ser realizado para sacar la'esfera del agua? 

Los problemas de los ejercicios 2701—2706 tratan el fenómeno de 
la salida de fluidos de un orificio pequeño. La velocidad con' que el 
líquido sale del orificio la determina la ley de Torricelli: v = 
= y~2gh., donde h es la altura de la columna del líquido spbre él 
■orificio y g es la-aceleración de la gravedad*).’ 

• La forma en que la ley de, Torricolli se da aquí, es aplicable sólo al líqui¬ 
do ideal. Esa esto liquido, ideal al que se dan respuestas a Ios-problemas. (Eñrla 
-prácticahacen uso de la fórmula u— p.q/2 gh, donde u es el coeficiente que de¬ 
pende de lo viscosidad del liquidó y. la naturaleza del .orificio del que; sale el 
•liquido. En e! caso más sencillo del aguo u = 0,6.) 
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2701. Un recipiente cilindrico cuya superficie de la base es de 
100 cm, y la altura'30 cm, tiene practicado un orificio. Calcular la 
superficie de éste si se sabe qvíe el'agua que llena el recipiente invierte 
2'min en salir de él. ■ - , .. 

t2702. El agua llena un embudo cónico de altura H ~_2U cm. 
El radio de la parte Superior es R:= 12 cm. De la parte inferior, que 
tiene el orificio de radio r = 0,3 era, comienza a salir el agua, 
a) ¿Cuánto tiempo se invierte para que el nivol del k agua baje en 
5 cm? b) ¿Cuándo .quedará vacío el embudo? 

2703. La caldera ofrece la forma de semiesfera de radio R — 

= 43 cm. En su fondo se ha producido una abertura de superficie 
S = 0,2 cm*. ¿Cuánto tiempo debe invertir el agua, -que llena la 
caldera, para salir de ésta? . . 

2704. La caldera ofrece la forma de cilindro elíptico de eje hori¬ 
zontal (véase la fig. 54). Los semiejes de la sección elíptica (que es 



perpendicular al eje del cilindro) son iguales a b (horizontal) y a 
(vertical). La generatriz del cilindro es igual a L. El agua llena hasta 
la mitad la caldera que tiene practicada .en su fondo un orificio de 
superficie S. ¿Cuánto tiempo debe invertir el agua en salir de la 
caldera a través de este orificio? 

2705. Ün recipiente prismático, Meno de agua, tiene practicado 
en su pared vertical una hendidura rectangular vertical cuya altura 
es igual a h y la anchura, b. Entre el borde superior de la hendidura, 
paralelo a la superficie del agua, y esta última media la distancia H . 
¿Cuánta cantidad del agua sale,del recipiente por segundo si el nivel 
del agua se mantiene a la misma altura? Considerar el caso en que 
H « 0 (problema sobre el desagüe). 

2706. Un recipiente lleno de agua hasta los bordes, ofrece la for¬ 
ma de paralelepípedo cuya base tiene el área igual a] 100 cm J . En 
su pared vertical hay una hendidura, de altura igual a 20 cm y la 
anchura igual a 0,lxm (véase la fig. 55). ¿Cuánto tiempo se invierte 
para que el nivol del agua en el recipiente disminuya en a) 5 cip, 
b) 10 cm, c) 19 cm, d) 20 cm? (Aplicar el resultado del ejercicio ante¬ 
rior.) 
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La ecuación del gas perfecto es la siguiente: pv = RT, en la cual 
p es la presión, v, el volumen, T, la temperatura absoluta y R, la 
constante del volumen dado del gas. Resolver los problemas de los 
ejercicios 2707—2709 considerando los gases como perfectos. 

£ 2707. Un cilindro cuya base es de área igual a 10 cm ! , y la altura, 
igual a 30 cm, contiene el aire atmosférico. ¿Qué trabajo ha de ser 
realizado para que el émbolo penetre dentro del cilindro 20 cm, o sea. 
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debe ser introducido en el cilindro de modo que entre el fondo de 
éste y el émbolo medie 10 cm (véase la fig. 56)? La presión atmosfé¬ 
rica es igual a 1,033 kgf/cm J . El proceso se efectúa de manera isotér¬ 
mica, es decir, a temperatura constante. (Para obtener el valor 
del trabajo en kgm hace falta tomar la presión en kgf/m 3 y el volu¬ 
men en m 3 .) 

2708. Un recipiente cilindrico cuya sección transversal es igual 
a 100 cm 2 , contiene el aire bajo presión atmosférica. Dentro está colo¬ 
cado un émbolo, mediando entre éste y eljfondodel recipiente la dis¬ 
tancia inicial igual a 0,1 m. El cilindro se encuentra en el vacío 
debido a lo cual se produce la expansión del aire contenido dentro, 
el cual desaloja el émbolo. 1) Calcular el trabajo realizado por el 
aire dentro del cilindro cuando hace ascender el émbólo a la altura 
de a) 0,2 m, b) 0,5 m, c) 1 m. 2) ¿Puede el trabajo aumentar sin lími¬ 
tes al dilatarse el gas infinitamente? (Igual que en el ejercicio ante¬ 
rior, el proceso se efectúa de manera isotérmica.) 

2709. El recipiente cilindrico cuyo volumen — Oyl'm 3 contie¬ 

ne el aire atmosférico el cual es sometido a Ja compresión al introdu¬ 
cir, de manera muy rápida, un émbolo dentro (consideramos q.ue eí 
proceso sé efectúa sin ser recibida ni cedida ninguna cantidad del ca¬ 
lor, o sea, es.adiábátic'o). ¿Qué trabajo ha de ser realizado para com¬ 
primir el airé contenido en el recipiente reduciéndolo al volumen 
v c= 0,03 m 3 ? (La presión atmosférica es igual a 1,033 kgf/cm a .) 
La presión del gas y el volumen que ocupa en el : proceso adiabático 
forman la relación p 0 v% (ecuación de Poisson). Para los gases 

diatómicos (también para el aire) y as 1,40. 
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«• Según la ley dé Newton, la velocidad con que un cuerpo .se enfría 
■es proporcional a la diferencia éntre la temperatura a que se halla y la 
temperatura del medio que lorodea. Partiendo de este principio, resol¬ 
ver. los problemas de los ejercicios 2710—2711. 

!: -2710. Un cuerpo ciiya temperatura es igual a 25°, está sumergido 
-en el termostato (su temperatura se mantiene igual a 0°). ¿Cuánto 
tiempo debe ser invertido para que el cuerpo se enfríe hasta 10° si 
■en 20 min se enfría hasta 20°? ■_ *' 

2711. Un cuerpo cuya temperatura es igual a 30°, se enfría hasta 
22,5° al permanecer 30Jmin en el termostato que.se halla a la tempe¬ 
ratura 0°. ¿Cuál sería la temperatura del cuerpo al cabo de 3 horas 
tal comenzar el experimento? 


Según la ley de Coulomb, la fuerza de interacción de dos cargas 
•eléctricas es igual a newtons, donde q, y q t son los valores de 


las cargas en culombios, r, la distancia que media entre las cargas, 
en m, la constante dieléctrica e 0 = 8,85-10 -11 F/m (4ne„= 1,11 x 
X 10~ 10 ), e, la permitividad del medio respecto al vacío (para el 
«iré e asi). (Sistema racionalizado MKSA.) Partiendo de esta ley, 
resolver los problemas de los ejercicios 2712 —2714. 

2712. Una recta infinita está cargada uniformemente do electri¬ 
cidad positiva (la densidad lineal de carga eléctrica es o). ¿Cuál 
■es la fuerza con que obra dicha recta sobro tina carga unitaria que se 
halla en el punto A mediando entre ambos la distancia a ? La permiti- 
vidnd del medio es igual a 1. 

2713. Entre dos cargas eléctricas q¡ = 6,67-10-* C y q t *= 
= 10- 10'“C media la distancia igual a 10 cm. El aire sirve de medio 
que las separa. Al principio, las dos cargas han estado fijas, luego, 
se ha liberado la carga q it que comienza a desplazarse, bajo la acción 
•de la repulsión, alejándose de la carga q¡. ¿Qué trabajo es realizado 
por la repulsión cuando la carga a) se ha alejado mediando entre 
ambas la distancia igual a 30 cm, b) se aleja al infinito? 

2714. Entre dos cargas eléctricas q¡ =33,3-10~ 9 culombios y 
<¡ t = 40-10~“ culombios media la distancia igual a 20 cm. ¿Qué 
distancia mediará entre las cargas si acercamos la segunda hacia la 
primera realizando el trabajo igual a 18-10"* julios? (El medio que 
las sopara es el aire). 


2715. La tensión en los bornes del circuito eléctrico es V = 120 V. 
Uniformemente en el circuito se introduce una resistencia a 0,1 ohmio 
por segando. Además, el circuito está conectado con la resistencia 
fija r = 10 ohmios. ¿Cuántos culombios de electricidad pasarán.por 
el circuito durante dos minutos? 
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2716. Al principio, la tensión en los bornes del circuito era igual 
a 120 V, decreciendo después poco a poco en 0,01 V por segundo. 
Simultáneamente, en el mismo circuito se introduce una resistencia 
a 0,1 ohmio por segundo, lo Cual representa también una velocidad 
constante. Además de ello, el circuito tiene la resistencia fija igual 
a 12 ohmios. ¿Cuántos culombios de electricidad pasarán |por el cir¬ 
cuito en 3 min? 

2717. Al cambiar la temperatura, la resistencia de los conductores 
de metal varía (a temperaturas ordinarias) según la ley R = 
= R 0 (1 ■+• 0,0040), en la cual ’R 0 es la resistencia a 0°C y # es 
la temperatura en grados Celsio. (Ésta ley es válida para la mayoría 
de los (metales puros.) La resistencia del conductor es igual a 10 
ohmios a 0° C, éste se va calentando uniformemente desde O, = 20° 
hasta 0 S = 200° durante 10 min. Al mismo tiempo, pasa por el con¬ 
ductor la corriente cuya tensión es igual a 120 V. ¿Cuántos culombios 
de electricidad pasará por el conductor durante este mismo espacio 
del tiempo? 

2718. La ley de la variación de la tensión de la corriente sinusoi¬ 
dal cuya frecuencia es e>, se expresa con la fórmulajsiguiente: E¡— 
=, E„ sen (coi + <p), en la cual E 0 es la tensión máxima; <p, la fase; 
t, el tiempo. Hallar el valor medio dél cuadrado de la tensión en 1 
período. Mostrar que la corriente alterna desprende en 1 período, 
siendo la resistencia'fija, la misma ca ntidad de calor que la continua 
cuya tensión es igual a V(£*) m ed. (Debido a ello, la expresión 
V'(£*)ro«i se la llama la tonsión efectiva de la corriente alterna.) 

2719. La tensión de la corriente sinusoidal se expresa con la fór¬ 
mula 

E sen (-y- f). 
y la corriente, con la fórmula 

/=«; 0 sen — <fo) 

en la cual £„ el 0 son constantes (los valores máximos de la tensión 
y do la corriente); T, el período, tp 0 , la así llamada diferencia de 
fase. Calcular el trabajo realizado por la corriente durante el espacio 
del tiempo desde fj «¡= 0 hasta t 2 - T y m'ostrar que este trabajo al¬ 
canza su valorjmáximo cuando la diferencia de fase q> 0 es igual a cero. 

2720. Hallar el tiempo durante el cual el aparato eléctrico calien¬ 
ta 1 kg de agua desde*20 hasta 100° C, si la tensión de la corriente 
os igual a 120 V; la resistencia de la espiral, 14,4 ohmios, la tempe¬ 
ratura del aire en la habitación, 20° C, y si-también es sabido que 
1 kg de agua se enfría desde 40 hasta 30° C en 10 min. (Según la ley 
de Joule — Lenz, Q = PRt, dónde Q es la cantidad 'de calor en ju<- 
lios, /, la corriente en amperios, R, la- resistencia en ohmios, i; 
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el tiempo en segundos; el calor específico del agua es 4190 ¡(girados ' 
Además de ello, aplicar la ley de Newton sobre el enfriamiento, 
véase el ejercicio 2710.) 


2721. El aire que ocupa un recipiente cuya cabida es de 31, contie¬ 
ne 20% del oxigeno. El recipiente, que tiene dos tubos, recibe a tra¬ 
vés de uno de ellos, el oxígeno puro, mientras que a través del otro, 
sale la misma cantidad del aire. ¿Cuánta cantidad del oxígeno va 
a contener el recipiente después de que hayan pasado por él 10 1 del 
gas? 

2722. El aire contiene a % (= 8%) CO t . Se le hace pasar por un 
recipiente cilindrico que contiene masa -absorbente cuya capa fina 
absorbe la cantidad dol gas proporcional a su concentración y su gro¬ 
sor. a) Si el aire que ha atravesado la capa de H cm (= 10 cm) de 
grosor, contiene b% (=■ 2%) de C0 2 , ¿de qué grosor H¡ debe ser la 
capa absorbente para que el aire después de atravesar el absorbedor, 
contonga sólo c% ( = 1%) del ácido carbónico? b) ¿Cuánta cantidad 
(en %) queda en el aire que ha atravesado la capa absorbente si su 
grosor es igual a 30 cm? 

2723. Cuando la luz atraviesa una capa de agua igual a 3 m, se 
pierde la mitad de su cantidad inicial. ¿Cuánta cantidad de la luz 
llega a la profundidad de 30 m? La cantidad de la luz que es absorbida 
al atravesar una capa fina de agua, es proporcional al grosor de la 
capa y a la cantidad de la luz que incide sobre su superficie. 

2724. Si la cantidad inicial del fermento, igual a 1 g, al cabo de 
una hora llega a ser igual a 1,2 g, ¿a qué será igual al cabo de 5 horas 
al comenzar la fermentación si se considera que la velocidad del 
incremento del fermento es proporcional a su cantidad disponible?" 

2725. ¿Cuál era la cantidad inicial del fermento si al cabo de 
dos horas de haber comenzado la fermentación la cantidad disponible 
del fermento era igual a 2 g, mientras que al cabo de tres horas era 
igual a 3 g? (Véase el ejercicio anterior.) 

2726 . 2 kg de la sal se echan en 30 1 del agua. Al cabo de 5 min 
1 kg de la sal queda disuelto. ¿Cuánto tiempo tarda en disolverse el 
99% de la cantidad inicial de la sal? (La velocidad de la disolución es 
proporcional a la cantidad de la sal no disuelta y a la diferencia entre 
la concentración de la disolución saturada, igual a 1 kg por 3 1, y la 
concentración de la disolución en el momento dado.) 
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Convergencia de la serle numérica 

En los ejercicios 2727—2736 pnra cada serie: 1) hallar la suma 
■de los n primeros términos de la serie (S„), 2) demostrar la conver¬ 
gencia de la serie, partiendo directamente del concepto de convergen¬ 
cia y 3) hallar la suma de la serie ( S ). 


2727 *-T5- + -5V+--- 


+ • • • 


n(»+l) 

2728 - T3- + TT + ’-- + + 

2729 - -P4+TT+-" + (3,-2)Wh) +••• 


273 °- Tr + TT+- 


■ + ... 


2731. 


»(n + 3) 

/O-_ I W9n-I. *t" • • • 


3-9 


(2n— 1) (2n+5) ' 
2732. T 43 + '2éT + -- i + r,(-.+i!( n +áy + - 

**»• 4 + ;§ + ..,+^+..: 


2734. i+Ax 


Zn + l 

n=+ (« + !)= 


12 i 

2735 - -9 + 'S5' + --- + (2n-l)a(2n+t)*- + --- 

2736. arctg j -farctg -g-+ • • • +arctg + .. 
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Series de términos positivos 

En los ejercicios 2737—2753 partiendo de los criterios de compa¬ 
ración determinar si las series dadas son convergentes. 

2737 - 7T + 3^ + • ' • + + • • ' 

2738. sen -£+- sen -2-+,.,- 


2" 


2739. 1 + yx4' 


i i +" 
" r l + n2‘ 


274 °- 275 + 3T+ ’ • • + (-i+I)(-i + 4) + 


2741. 4 + |+■ 


n+1 


i + 2). 


■+... 


2742. t t? ^--+tg-2-+. . .+t g; iL.+-. .. 

2743. 4+4 +--.+Tü5t+-.’- 

2744. 44.f).... + _J_ T + ... 

2745 -7^+l^+---+T^W+--- 

2 ™- s ttrs- »«-ís(t$S)* 


n=l 


2749. 2^J. 

275< - i/=5- 


2748. Y. * . -. 

2750. 2 ) 

n -1 
ao 

2752. 

n=»l 

00 

2753. 2 IT (V^-t-n +1 —* V^n 2 — n + l). 

n=l 
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En los ejercicios 2754 —2762 demostrar la convergencia 
series dadas aplicando el criterio de D'Alembert. 

1 . 1 . . 1 


2754. 


31 


TT+- + 


(2a + l)l' 


2755. + . • •+-£:+• • - 

2756. tg-^-4-2 tg -g-+ . • . +a IB -^W+ • • ■ 

2 ,2-5 , 2-5- ... - (3.. —1) , 

27a7. T - + T 3+ . • . + ,. 5 . ... ., 4n _3) + 1 • • 

2758. +-| -(-... +-jr + • • • 


2759- 4-+Ü+-.- + — 


(2n —1) 


3"-ni 


+ ••• 


2760. sen-2- + 4sen-2.+ ...+n 2 sen_.+ ... 


2761. 



...+ 


(n + D! 


+ ••• 


-rtM 2 , 2-3 , ("+ 1 ) 1 . , 

2752. J+2 ^ + -••+^T^r + -’- 
En los ejercicios 2763—2766 demostrar la convergencia 
series dadas aplicando el criterio de la radical de Cauchy. 

1 . .1 


2763, ■urj + ln*3 + • • • + ln"(n+í) 


+ 


2764 - 4+(ir+ ;: -+(^ny) + --- 

2765. areson 1 +arcsen 2 ■£•+... +arcsen — 4- . 
3\« /»+l\"* 


• + 


2766. y+- 


En los ejercicios 2767—2770 aclarar si las series dadas,son 
gentes aplicando el criterio do la integral de Cauchy. , 


2767. 7Tfe+Tlk+- :; 
2768 - 2 iW + - 3 R 3 + "- 4 


1 I - - ■ 

+ 1) ln z (n-t-1) *’* ' 

. 


2769. (^r+(^)v... + (^r + 

2770. S^ia^T 


n=2 


do las 


de las 


conver- 
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En loa ejercicios 2771—2784 aclarar.cuáles dg Jas series dadas 
son convergentes y cuáles son divergentes. 

’ 2771 • Tyí + T7I + <»+«) yXR + • • • 

2772. l+4+...+TO"f... 

2773. J/2 + j/í+...+j/^±I+... 

2774. l + i7f+---+^i-+.-. 

2775. 2 + |+...+^±i+... 

2776 ‘ + I0ü£+l + ••• 

2777. T1 L 7 + T ^_ + ... +T A_ + ... 

2778 - T+y+3T-+--- 

2779. arctg 1 +arctg' i -j- -{-... +arclg" -Í- + .. . 

2780. 2+-^-+ . . . +~r+ • • • 

2781 ' T3 + 6T + ' ' • + (5n 1) + ; • • 

2782. 

" 2783. i+4£+...+-£+ ... 

2784*. sen — + sen -f . . . J- sen . . 


En los ejercicios 2785—2789 demostrar cada una de las relaciones 
mediante una serie cuyo término común sea la función,dada, 


2785. lím- 

ri—oo 


= 0 . 


2787 - “2 (ár 


= 0 . 


(«O" 


2789. lím 

n-*oo n 


= o. 


2786. lím-i^=0 (a>l). 

n-*oo a 

- Mu ? jí 

2788 -^(^= 0 *- - 


13* 
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Otras series. Convergencia absoluta 

En los ejercicios 2790—2799 aclarar cuáles de las series dadas son 
absolutamente convergentes, cuáles son convergentes de manera no 
absoluta, cuáles son divergentes. 

2790. 

2791. 1—jr+ •••+<-ir* T2^T)3+--- 

2792 . ^-^+...+(-^--¡ 5 ^+... 

2793. ^+”B¿*+...+^+... 

279 /,. 4-4-4-+...+(-ir'f^r+... 

2795. 2 - 4+...+(-ir , -24 i +... 

2796. _l + -^ ? _...+(_irpí r +... 

2797. 4~-§+...+(-l)--£+... 

2798. 2 i=JJ4. 2799. ¿ 

n»l 

oo oo 

2800. Mostrar que si las series ^ a?» y 2 son convergentes, 

nal nal 

oo 

la serie 2 “A es absolutamente convergente. 

nal 

2801. Mostrar que si la serie 2 a n ea absolutamente conver- 

nal v ’ 
oo 

gente, la serie 2 ^T^° n también lo será ‘ 
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§ 2. Series funcionales 

Convergencia de las series funcionales 

En los ejercicios 2802—2816 determinar los campos de conver¬ 
gencia de las series. 

2802. 1 + .x+ ... + x n + ... 

2803. ln x + ln a x + ... + ln n x + . . . 

2804. * + ** +..,.+ *"• + ... . 

2805. *+Jr+...-|-|r4... 

2806. + 

2807 . ^+-^-+...+^+-.., 

2808. 2i + 6z J -|-...+n(n + l)!"+... 

28°9- T+rr7r+---+rr7r + --- 

2810. TT? + -ní?‘ + ’ • ‘ + T+^+ • ' ’ 

2811. sen + sen .£ + ... -fsen . . . 

2812. itg| + ^tg|+...+a-"tg^-|-... 

2813. son x-\ -gj-H . . . -4—^-(- .. . 


na ir eos* , eos2* . eos n* 

2814. — 3 - + -^+ . . . jj--). . 

2815. e-*+«-‘*-|-... + e-"**-|- 

2816 - -£- + £+••• + •£-+••• 


Convergencia uniforme (regular) 

En los ejercicios 2817—2820 demostrar que las series dadas son 
uniformemente (regularmente) convergentes en todo el eje Ox. 


2817. !+“•*+...+ !SÍ£+... 


S ..mW »»-sv 

n —1 "=l ”=1 

2821. Mostrar que la serie 1+| ‘ (l) p + 4 +[ V ( ^p + 

-J_!_L . 
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es uniformemente (regularmente) convergente en cualquier inter¬ 
valo en que viene definida la función <p ( x ). 

2822. Mostrar que la serie *— -4- r ■■■-■ 1 + • • • 

Y\ + x n 2/l-f2i 

j_ 1 

21-1 Y 1 -|- ni 

es uniformemente (regularmente) convergente en todo el somieje 
positivo. ¿Cuántos términos deberíamos tomar para que pudiéramos 
calcular, para cualquier ? no negativa, la suma de la serie con exacti¬ 
tud hasta 0,001? 

2823*. Mostrar que la serie • l - ° + • .. 

■ • • + ~r ... es uniformemente convergente en el intervalo 

1 + to < x < oo, donde tú es cualquier número positivo. Que¬ 
darse convencido de que para cualquier? del intervalo(2^ ?^ 100) 
es suficiente tomar ocho términos para obtener la suma de la serie con 
exactitud hasta 0,01. 

2824. Mostrar que la serie 2 s n (l — ?) es convergente de mano- 

« — I 

ra no uniforme en el intervalo 10, 1). 

2825. La función / (?) viene dofiuidn por la igualdad 


/<*)= 2 

nal 


eos nx 


Mostrar que la función /(x) está definida y es continua para 
cualquier ?. Hallar / (0), / (-£) , / (-j) . Quedar convencido de que 
es suficiente tomar tres términos de la serio para calcular valores 
aproximados do la función / (?), para cualquier ?, con exactitud 
hasta 0,001. Hallar / (1) y / (—0,2) con esta misma exactitud. 

282é. La funcin /(?) viene definida por la igualdad 

OO oo 

, 2 l + frt+nS jx + H l + (r-w^ 

n~t nesi 

Mostrar que la función / (?) está definida y es continua para cual¬ 
quier x. Quedar convencido de que la función / (?) es periódica cuyo 
período es o>. 
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Integración y derivación de las series 

2827. Mostrar que la serio i* 4- z 6 + . . . -f x ,n ~- os 

uniformemente convergente en el intervalo — 1 + <ú^x^1--<i>, 
donde O) es cualquier número positivo menor que 1. Integrando la 
serie dada hallar la suma do la serie 

-.T +'T+--- +-5C3T•, 

en el intervalo (—1, 1). 

2828. Hallar la suma de la serie 

TÍ * 411-3 

z + X- t -*-- + 4^=3 + -" 

2829. Hallar la suma de la serie 

_*¡_íLj- | / 4 \n*l * n *' I 

1-2 2-3^ ,-,t ' ' n(n+ 1 ) ~" " 

2830. La función / (r) vieno definida por la igualdad 

/ (x) = r* + 2e- 2 * + ... + ne~ nx + ... 

Mostrar que la función / (z) es continua en todo el semieje 
Inl 

positivo Ox. Calcular \" ](x)dx. 

Id 2 

2831. La función f(x) viene dofinida por la igualdad 

/ (x) = 1 + 2 • 3* + ... + n3 n -'z n -' + ... 

Mostrar que la función /(z) es continua en el intervalo 
0.125 

( “T* t) ■ Calcular j / (x)dx. 

2832*. La función f(x) viene definida por la igualdad 

/(*)“4 tg f+T tg f + • • • +‘F‘ t S _ |r+- • • 

Después de haber quedado convencido de que la función f (x) 

ít 

. ’ Jj 

es continua en el intervalo de integración dado, calcular ^./,(x)dx. 
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2833». La función f(x) viene definida por la serie /(*) = 

oo 

= 2 . Mostrar que la función f (x) es continua en todo el 

n*=l 

o a 

eje numérico. Calcular \ f(x)dx. 

o 

1 

2834. Partiendo de la relación \ x n dx = — j- hallar la suma 

o 

de la serie: 

oo 

2835. Partiendo de la relación ]'-p¡7r = '7¿r hal,ar la 3Ullia do 

2 

la serie + -j^T + • • • + 75 »+• • • 

2836. Partiendo de la relación 

n 

T 

f , n <2n-l)(2n—3) ...3-í 

) COS J "*d* = y- 2n(2n-2) -~' 4.¿- ' 


hallar la suma do la serie 


1 t-3, , / 1 -3 ..■ (2n—I) , 

T - 2T+ ••• + (- 1 > ¡>.4.:.2n + ' • ' 


2837. Demostrar que la serie 

gen 2 nx j sen 4n r. ^ 1 1 

es uniformemente convergente en todo el eje numérico. Mostrar 
que esta serie no es susceptible de ser derivada término a término 
en ninguno de los intervalos. 

2838. Partiendo de la igualdad 1 +*+**+ ... (l*l< 1 ) 

sumar las series 14-2x+3x a + ... + n* n " 1 + . i. y 1 + 3*+... 

1 nln+l) j»-! |_ y mostrar que la serie 1+2*+... 
.. .+«*+*+ .. . ! es uhifomemeñte ¿divergente en el intervalo 
— p, p], donde |p|< 1. 
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2860. y = eos 3 a:. 2861. y = 


{ ¿en x 


para a: 0. 
para 2 = 0. 


2862. y = (2—tg2)cos2. 

2863. p = ln(10+2). 2864. y= 2 ln (1+*). 

2865. y=.Y7+a*. 2866. y=Y 

2867. p =-5-4==-- 2868. y = • ** 


YT=2- 

2869. Desarrollar la función y = on el entorno del punto 

.2=0 en serio de Taylor. Valiéndose do este desarrollo, hallar la 
suma de la sorie 1 + y -j- ... ■+ -^r + ■ • ■ 

2870. Aplicando el desarrollo de la función en serio de Taylor, 
hallar el valor de: 

1) la séptima derivada do la función y = - P ara *"0, 

2) la quinta derivada de la función y = i 8 í 1 + i para x — 0, 

3) la décima derivada de la función y = x^c* para 2 = 0, 

4) la curvatura do la línea y = x l^(i x y _ i] en el origen 
de coordenadas. 

En los ejercicios 2871—2877 calcular los límites, aplicando el 
•desarrollo de las funciones en serie de Taylor: 


x+la(Y l + *3-x) 

-13- 


2872. 


2871. lím 
2873. lím 

*-0 *(«*-«) 


lint 

x-0 


2 (tg x—sen x)— x 3 
x» 


2874. lím [* —*Mn (l+i-)j. 2875. lím (-¿- — erg**). 

2876. lím (4- SÜ* ). 2877. lím (i£2Ü *4. 

r-o \x 2 x ! x-.o ' * 3 senx x* / 


Intervalo de convergencia 

En los ejerciclos'2878—2889 hallar los intervalos de convergencia 
•de series dé potencias. y > * 

. í 2878. ,10a: + ÍO92* + . . . + 10V + . . . 

2879. 2 -4+ -.. + (-1)"*' 4 + ■ • • 

*'r^' 


2880. 2 


+ 20 + + 


x” 


«•10“' 


ST+-V 
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2881. l+x+ ...+n!x"+... 

2882. 1 + 22*4-... + 

2883. +<-1 r ( ¿ n _;)S,-i) t+■ 

2884. l + 3i+...+(n-l)3 n - l i n -‘+.. i 

2885. ••• + „(*+!) 

2886/s . ■ -f + '■ ■. Analizando la convergencia 

en el extremo derecho del intervalo conviene tomar en cuenta que 
'las factoriales de números grandes pueden ir expresadas aproxima¬ 
damente por la fórmula do Stirlirtg: 


n! «í 2nn. 


2887. *+4®*+ ... +{nx) n + ... 

2888. ...+ ••• 

2889. 2*+(i*) 2 +...+[(^±i)" *]"+-. 

2890. Desarrollar la función ¡/ = ln(x+V 1 +**) en serie de 
Taylor en el entorno del punto x — 0 partiendo de la relación 


un+yr+sj-j^ 

e indicar el intervalo de convergencia de la s erie obtenida. 

2891. Desarrollar la función y — In en serie de Taylor 

en el entorno del punto x = 0 partiendo de la relación 


Inj/ 


i±£- 

1-z 


X 



e indicar el intorvalo de convergencia de la serie obtenida. 

2892. Desarrollar la función y — ln |(1 ■+■ x)'* x | + 

-4- ln 1(1 — en serie de Taylor en el entorno del punto x — 0 

e. indicar el intervalo de convergencia do la serie obtenida. 

2893. Desarrollar la función y => (1 •+• x) e~ x — (1 — x) e x en 
serie de Taylor en el entorno del punto i = 0e indicar el intervalo 
de convergencia de la serie obtenida. Valiéndose del desarrollo hallar 
la suma de la serie 


- 5 T+ a + ••• + (2n+l)l 
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§ 4. Algunas aplicaciones 
de las series de Tavlor 

•y 


Cálculo de valores aproximados de las ¡unciones 

2894. Calcular ol valor aproximado de y' e tomando tres térmi¬ 
nos del desarrollo de la función f (x) = e x en serie de Maclaurin, y 
calcular el error. 

2895. Calcular el valor aproximado del sen 18° tomando tres 
términos del desarrollo de la función / ( x) = sen x en serie de Mac¬ 
laurin, y calcular el error. 

2896. Calcular el valor aproximado de ^10 = 2f- 1,25 tomando 
cuatro términos del desarrollo de la función / (x) = (1 + *) m en 
serie de Maclaurin, y calcular el error. 

En los ejercicios 2897—2904 calcular las expresiones que se dan 
a continuación aplicando la fórmula de desarrollo de las funciones 
e x , sen x, eos x en serie de Maclaurin. 

2897. e a con exactitud hasta 0,001. 

2898. Ye con exactitud hasta 0,001. 

2899. i- coa exactitud hasta 0.0001. 

2900. p= con exactitud hasta 0,0001. 

2901. sen 1° con exactitud hasta 0,0001. 

2902. eos 1° con exactitud hasta 0,001. 

2903. sen 10° con exactitud hasta 0,00001. 

2904. eos 10° con exactitud hasta 0,0001. 

En los ejercicios 2905—2911 calcular las raíces que se dan a con¬ 
tinuación con exactitud hasta 0,001, aplicando la fórmula del de¬ 
sarrollo de la función (1 + x)” 1 en serie de Maclaurin. 

2905. ym. 2906. ¡/70. 2907. ¿^50Ü. 2908. yU)TE. 

2909. /250. 2910. ^129. 2911. i? / 'Í027. 

En los ejercicios 2912—2914 calcular las expresiones dadas apli¬ 
cando la fórmula del desarrollo de la función In en serie de 
Maclaurin. 

2912. ln 3 con exactitud hasta 0,0001. 

2913. con exactitud hasta 0,000001. 

2914. Ig 5 con exactitud hasta 0,0001. 
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Resolución de ecuaciones 

2915.. Sea dada la ecuación' xy'rb- e‘ •=. y'. .'Aplicando el .método 
de coeficientes indefinidos hallar el desarrollo déla función y en serie 
de Taylor en potencias de x. Resolviendo ol problema conviene ha¬ 
llar los coeficientes de la serie de Taylor efectuando la derivación 
sucesiva. ' y ... , 

2916. Sea dada la ecuación y = lñ (1 + x) — xy. Aplicando 

el método de coeficientes indefinidos hallar el desarrollo de la fun¬ 
ción'■'¡/‘'en serie de Taylor en potencias de x. Resolviendo eh problema 
conviene hallar los coeficientes de la serie de Taylor efectuando la 
derivación sucesiva. „ 

En los ejercicios 2917—2919 resolver las ecuaciones respecto a 
y (esto es, hallar la expresión explícita de y) mediante la serie de 
Taylor de dos maneras, es decir, aplicando el método do coeficientes 
indefinidos y efectuando la derivación sucesivu. 

2917. y° -f- xy = 1 (hallar tres términos del desarrollo). 

2918. 2 sen x + sen y = x — y (hallar dos términos del desa- 

. e* — e v = xy (hallar tres términos del desarrollo). 


rrollo), 

2919 


Integración de las funciones 

En los ejercicios 2920—2929 expresar las integrales en forma 
de series valiéndose del desarrollo de los integrandos en series; indi¬ 
car los campos de convergencia de las series obtenidas. 


2920. 


2921. j dx. 2922. 

2923. 

JS*. 

X 

2924. ( e-*dx. 2925. 

2926. 


0 

X 

2927. ^ yt+Jdx. 

0 


2928. 

i * 

J 1—I* • 

2929. j Y dx. 


arctg x 


dx. 


En los ejercicios 2930—2934 calcular los valores aproximados de 
las integrales definidas tomando el número indicado de los términos 
del desarrollo del integrando en serie; indicar el error. 


« H 

2930. j - dx (3 términos). 2931. [ e~ xi dx (3 términos). 
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2932. \ , ix - (2 términos). 2933. \ ~dx (6 términos). 

i Vl + X ‘ o'i 


vi 


2934. 


j' x 3 arctg x dx (2 términos). 


En los ejercicios 2935—2938 calcular las integrales con exactitud 
hasta 0 , 001 . 

2935. “f^dx. 2936. 


0.1 

0,8 


0 

0.5 


2937. ('*«• sen xdx. 2938. j 
. o 0 

2939. Mostrar quo en ol intervalo ( — 0,1; 0,1) la fuñéión 


f , *5 

l c-* 2 dx se diferencia de la función arctg x—no mas que en 

0°,0000001. 

2940. Tomando en cuenta la identidad 

T = 4 arctg -jj™ arctg - 555 -, 


calcular n coit 10 cifras exactos. 

X 

2941. Desarrollar la función \ f^dx en serie de Taylor 

o 

de dos maneras, esto es, calculando directamente las derivadas 
sucesivas, para x = 0 , y multiplicando las series entre SÍ. 

2942*. Calcular la integral j x x dx. 

• 0.5 

2943. Calcular la integral \ e^ x dx coa exactitud hasta 0,0001. 

o ' 1 

2944. Calcular la integral \ V eos x dx con exactitud hasta 0,001. 

o 
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Diversos problemas 

2945. Calcular el-arpa ¿imitada por la línea y^~ x* -f 1, el eje- 
de ordenadas y la recta V = 1/2,'¡¿on? exactitud hasta 0,001. 

2946*. Calcular el área del óvalo x* + y* ~ 1 con exactitud' 
hasta 0,01. ,P -, ., ; , ■ 

2947. Calcular la longitud de la línea 25p’ = 4z 4 desde el pico- 
hasta el punto de intersección con 'üt parábola 5 y = x a , con exactitud 
hasta 0.0001. ' ' : ’ :il 

-v’ 2948. Calcular la longitud de una semionda de la sinusoide- 
y — sen x con exactitud hasta 0,001. 

2949. La figura limitada por la línea y — arctg x, el eje de abs¬ 
cisas y la recta x = 1/2 gira alrededor del eje de abscisas. Calcular 
el volumen del cuerpo de revolución con exactitud hasta 0,001. 

2950. La figura limitada por las,líneas pí — x? i= 1 , Ay + a 8 =0 r 
la recta y = 1/2 y el eje de ordenadas, gira alrededor del eje de or¬ 
denadas. Calcular el volumen del cuerpo de revolución con exactitud 
hasta 0,001. 

2951. Calcular con exactitud hasta 0,001 las coordenadas del 
centro do gravedad del arco de la hipérbola y — 1/z, limitado por 
los puntos cuyas abscisas son x, = 1/4, x 2 = 1/2. 

2952. Calcular con exactitud hasta 0,01 las coordenadas del con¬ 
tro de gravedad del trapecio mixtilineo limitado por la línea y = 
= Úx ~ * as rcctas x 1 «5 y x = 2 y el eje de abscisas. 



Capítulo X 


Funciones de varias 
variables. 

Cálculo diferencial 


§ 1. Funciones de varias variables 


2953. Expresar el volumen z del cono en 
3 : y la altura y. 

2954. Expresar el área 5 del triángulo en 


función de su generatriz 
función de sus tres lados 


‘2955. Formar la tabla de los valores de la función z = 2x — 
— Zy -i- 1 dando a las variables independientes los palores desde 0 
hasta 5 con intervalo de una unidad. _ 

2956. Formar la tabla de los valores de la función z = y x 1 -r y 1 
dando a las variables independientes los valores desde 0 hasta 1 con 
intervalo de 0,1. Calcular los valores de la función con exactitud 
hasta 0,01. 

2957. Hallar los valores do las funciones: 


2 ) z =. e»™ (*+»> para x = y = -y; 

3) z — y* 3 ""'-j-xv 3 - * para x~2, y' 

2958. Sea dada la función 


i±£í y- '-FS . 


-2-, x=l, y~ 2; x = 2, y = \. 


V)‘ 


?(*»)♦(*») 


Hallar F (a, 1/a). En particular, poner <p (u) = u 3 , y ( u ) = u 2 y 
calcular F (a, 1/a). 

2959. Sea dada la función P (x, y) = y x — y x v . Si x e y cam¬ 
bian con la misma velocidad, ¿qué función crece con más rapidez 
(para x = 3, y = 2): la que se obtiene de F siendo fija y y cambiando 
sólo x, o la que se obtiene para x fija (cambiando sólo y)? 
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2960. Soa dada la función 

• m-g 

<p(z, y, z)*= y*— (y eos z + zcosy) x+xi/- c ; 

Las variables y y z guardan los valores fijos de y 0 ,y de z 0 siendo y 0 *s 
— 3zq. ¿Qué representa laográfica de la función v = <p (x, ij 0 , z 0 )? 
•¿Es lá función^ (z, i/, z): 1) una función 7 racional de p? de z? 2) una 
función-entera de z?' 

2961*. La función z «= f (x, y), que satisface idénticamente la 
relación ’O .' -A 

/ (mx, rny) — m h f (z, y) para cualquier m 
es llamada función homogénea - do '/c-ésimo orden. Mostrar que la 
función homogénea de fc-ésimo orden z = f (x, y) siempre puede ser 
representada en forma z = x k F (j 

2962. El carácter homogéneo de una función de cualquier número 
de variables independientes puede ser determinado de manera análo¬ 
ga a la función de dos variables, por ejemplo, / (z, y, z) es una fun¬ 
ción homogénea de fc-ésimo orden si ' 

/ (mx, my, mz)-= m h / (z, y, z) para cualquier m. 

También tiene lugar la propiedad: 

/(z,g,x)=z‘f (-£. ±),‘ 

Demostrarla. 

2963. Probar que la función z =* F (x, y) — xy satisface la ecua¬ 
ción diferencial 

F(ax + bu, cy +dv)=*acF (x, y) + bcF(u, y)+adF(x, v) + bdF(u, v) 

2964. Probar que la función z = F (z, y) ,=• In z ln y satisface 

la ecuación diferencial . ■ >. 

F (xy, uv) = F (z, u) -f- F (z, v)-£F-(y : ,'u) + F (y, v) 

(z, y, u, v son positivas). 

2965. Definir z como función explícita de z e y ateniéndose 
a la ecuación +-|j-+-^-= 1. ¿Será esta función unívoca? 

2966. Sea dada la función compuesta z = u v , donde u = x + 
+ y, v — x — y. Hallar el valor de la función: 1) para z = 0, 
y = 1; 2) para z = 1, y = 1; 3) para x — 2, p = 3; 4) para z = 0, 
y = 0; 5) para z = — 1, y = — 1. 

2967. z = - U ~^J i u = w‘, v = w~*; w = Vx-j-y; t=2(x~y). 
Expresar z directamente en forma de la función de z e y. ¿Es z 
una función racional de u y v, de w y í, de z e p? 

14-0170 
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Gap. X. Cálculo diferencial 


2968. Sea dada la función compuesta 2 — donde 

u = x + !/, v = x—y. u> = xy. Expresar s directamente en forma de 
la función de x e y. 

I,? e“ + * ,p 

2%9. u = (|+Ti) a -| 5 -if; 5— y— i V=— 2 —• w = 
= \xi(a?-\-y 2 + z*), <p = 21n.(¡r-f p + z). Expresar u directamente en 
forma de la función de x, y y 2 . ¿Es u una función racional entera 
de l y -n, de w y q>, de x, y, z> 

2970. Presentar la función compuesta 

.-(5ígí&r+‘ , +'‘ 

en forma do una «cadena» de dependencias compuesta de dos esla¬ 
bones. 1 

2971. Investigar la gráfica de la función s -= -j (a¡* — y") apli¬ 
cando el método do intersecciones. ¿Qué representan las interseccio¬ 
nes por los planos x = const, y = const, z *= const? 

2972. Investigar la gráfica de la función 2 = xy aplicando el 
método de intersecciones. ¿Qué representan las intersecciones por 
los planos x = const, y = const, 2 = const? 

2973. investigar la gráfica de la función z = y* — ¡r aplicando 
el método de intersecciones. 

2974. Investigar la gráfica de la función 

2 * = oí’ + by 1 (o > 0, b > 0) 
aplicando el método do intersecciones. 

§ 2. Propiedades más elementales 
de las funciones 

Dominio ¡ de. definición 

2975..¡El domiñioriéstá liibi£ado¿por el paralelogramo de-lados 
¡/.— Q, V =¡?.:2¿ y-= \ x,-y =.-4- a: — 1. La frontera del mismo se 

elimina. Dttr esté- doifiinio por'desígúaldades. . 

2976. El dominio representa la figura limitada por lás parábolos 
y = x a y x = y* (incluyendo las-fronteras). Dar este dominio por 
desigualdades. .. 

2977: Escribir, en forma'de desigualdades, un-dominio abierto 
que- retírdSCnta -un tfiárigüíoiequfláteroy'dé lados iguales a a,,cíiyó 
vértice se halía- situado éniel’origen de coordenadas. Uno -de-lOs 
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lados tiene la misma dirección, que el semieje positivo Ox (el trián¬ 
gulo está situado en el primer cuadrante). 

2978. El dominio está limitado por un cilindro circular infinito 
de radio R (eliminadas las. fronteras) cuyo eje paralelo al eje Oz 
pasa ppr el punto (a, b, c). Dar este dominio mediante las desigual¬ 
dades. 

2979. Escribir, en forma de desigualdades, el dominio limitado 
por la esfera de radio R cuyo contro se halla en el punto (a, b, c) 
(incluidas las fronteras). 

2980. Los vértices de un triángulo rectángulo se hallan situados 
dentro del círculo de radio R. El área S del triángulo es función de 
sus catetos re y:-S = <p (x, y). ¿Cuál-es el dominio de definición 
de la función S = (p (¡r, y)f 

2981. La esfera do radio R lleva inscrita una pirámide de base 
rectangular cuyo vértice se proyecta ortogonalmente en el punto de 
intersección de las diagonales deila 
base. El volumen V de la pirámide es 
función de los lados x e y de su base. 

¿Será esta función univoca? Presen-, 
tar su forma analítica. Hallar el do¬ 
minio de definición de la función. 

2982. Una tabla cuadrada ofrece 
la forma de cuadrícula cuádruple, te¬ 
niendo dos enádros blancos y dos 
negros, como lo muestra la fig. 57. 

Cada uno de sus lados mide una uni¬ 
dad de longitud. Examinemos el rec¬ 
tángulo cuyos lados x e y son parale¬ 
los a los de la tabla y uno de los ángu¬ 
los coincide con el del cuadro negro. 

El área de la parte negra del rectán¬ 
gulo será función de x e y. ¿Cuál será 
su dominio; de definición? Presentar 

En los ejercicios 2983-3002 hallar los dominios do definición 
de las íunoioncs que se dan a continuación. 

2983. z = £. 2984. c_ln(y*-4x+8). 

29 f *5- »" ■ 2986. z = V7T-y+Vr—5. 

298? - ^Vm^vh- " 2988 ‘ *“® rC86n ~~'p 

2989. x=lmcry.,¡ , ¡ 2990. z^j/x-Vy. 

2991. z = a resen —+ aresee (i 2 -f- y 2 ). 



Fig 57 

f 

su forma annlítir.a 
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Cap. X- Cálculo diferencial 


2992. z — 
2994, z^ xy 


/4r—y* 


2993. z» 


Y'S 


a* + 2x-j-g*' 

21 + y 2 • 


ln (1 — x 1 —y 3 ) ~ 

/ ¿ r +V*+y i -V- 

29951 z = ctgn (! + !/)• 2996. z^/senn^ + P 3 ). 

2997. ,i~y~zséñy. 2998. z= ln z— I 11 sen y. 

2999. ’z=In[iln(¡/ — *)J. 3000. z = arcsen [2y (1+ 1 2 )—11. 




+4= 


3001. u = 

3002:’. I i‘=--V R 1 -* 1 -y* jr *+' 




Límite. Continuidad de la función 

En tos ejercicios 3003—3008 calcular los límites de las funciones 
que se dan a continuación, estimando que las variables independien¬ 
tes'tienden, de manera, arbitraria, a sus valores límites. 


.^SíTsfifc- 

3005 . 


/xM+l-l 


3004. Ita — 

v-0 


JT-.0 

v-o 


1 


" x*+m 

3007. lím-^ 
v-o 


... o 

1/-0 


3008. lím(l +x‘y t )~ 7í +« i . 

x—0 
^-0 

3009. Mostrar que la función u = para z-*0, y-+Q. puede 

tender a cualquier límite (dependiendo de cómo tienden a cero 
x e y). Dar ejemplos que muestren tales variaciones de x ,e y para 

que: a) r ’lírivu = 1, b)-'l!mi* = 2. lá , ... 

3010. Hallar los puntos; de discontinuidad de la función 

z== , _L_, ¿Qué variaciones sufre la función en el entorno del 

punto dé discontinuidad? ' . ... 

3011. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 

" l 1 

Z ~~ son 3 ítc-rs ® 2 ay ' _ j 

3012. ¿Enqué parte es discontinua la función 2— 7-^ 

3013. ¿En qué parte es discontinua la función 2 = + 


+ 


t 


s«ii.-i» 



§ 2. Propiedades'mía elementales de la» funciones 


213 


3014. ¿En qué parte es discontinua la función z — 

3015*. Probar $i es continua la función para x==0y=Q:i 
/(O, 0)-0. 

/(O.O)-O. 

/(O. 0) = 0. 

/:(Ó. 0)=0. 

/( 0 , 0 ) = 0 . 

/( 0 , 0 ) = 0 . 

Líneas y superficies de nivel 

3016. Sea dada la función t = f (x, y) = Construir las 

líneas de nivel de esta función para z = 1, 2, 3, 4. 

3017. La función z = / (x, y) está dada de la manera siguiente: 
en el punto P (x, y) su valor es igual al ángulo con que se ve desde 
este punto un segmento AB dado en; el plano Oxy. Hallar las lineas 
de nivel de la función f (x, y). 

En los ejercicios 3018—3021 trazar las líneas de nivel de las 
funciones que se 'dan a continuación-dando á z los valores-desde —5 
hasta — 5 con intervalo igual a una unidad. 

3018. z = xy. 3019. z=.x*p-¡-x. 

3020. z = p(x a +l). 3021. z = -ü^-. 

3022. Construir las líneas de -nivel -de la función z = (i 8 + 
+ i/ 3 )* — 2 (í* — y *) dando a z los valores desde —1 hasta y con 

intervalo igual a 4-. 

3023. Construir las Iínéas de nivel de la función z dada implí¬ 
citamente !por,.la ecuacióp"(-|j‘'|^ — 5)*-fifi = + 

dando a z los valores.-desde -*■ 4 i hasta 4 con intervalo igual a l.i 

3024. Construir las lineas de nivel-de la función z dada implíci¬ 
tamente por la ecuación-y’ = 2"' (¡rz) dando a-z los valores des¬ 
de —3 hasta 3 con intervalo igual a 1. 

3025. Hallar las líneas de nivel de la función z dada implícita¬ 
mente por la ecuación z + xlnz+g = 0. 


1 ) t ( x < 1/)— • 

2) '/(*. y) = -sfjz : 

3) /<*. v)=-0Í ¡r ; 

4 ) U x <v)^-z\7j¡ '< 

5) /(*.¡/)°-^$; ' 

6 ) f(*,y)=-££r-' 
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3026. En el espacio viene dado el punto A. La distancia que 
media entre el punto vaciable M y el punto A es función de las coor¬ 
denadas del punto M. Hallar las superficies de nivel de esta función 
las cuales correspondan a las distancias iguales a 1, 2, 3, 4. 

3027. La función u = f (x, y, z) está dada de la-manera siguiente: 
en el punto P (x, y. z) su valor es igual a la suma de las distancias 



que median entre el punto mencionado y dos puntos dados; A (x llt 
y,, z¡), B (x,, y t , z,). Indicar las superficies de nivel, de la función 

/ (*. y< z). 

3028. Hallar las superficies de nivel de la función 


H-V'd+ tHP 


3029. Hallar las superficies de nivel de la función, 

3030. Hallar las superficies de nivel de,¡la función: 

1) u = 5 J *‘ 3 "-\. 2) it = tg(ar 2 -|-!/ ¿ —2z*) ' 

3031. La fig. 58 muestra las líneás de nivel de la función 
z = f (x, y). Construir Ja gráfica :de la función: 

1) z = /(*, 0); , 2) z = /(x,4); - 3) zi=/í(d,,a);. 

4) z=./{-5, y);^ ,5) * = /(*, 3i); 6) * =*/,,(*„ a*) í 
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§ 3. Derivadas y diferenciales 
de las funciones de varias 
variables 


Derivadas parciales 


3032. El volumen de gas i» es función de su temperatura y presión: 

v = f (]), T). El coeficiente.njedio de la. expansión del. gas, a la 
presión constante, y al cambio de..la temperatura desde T , hasta T . 
se traduce por la expresión ¿Qué 69 lo que podríamos 

denominar el coeficiente de expansión, a la presión constante y a la 
temperatura dada F 0 ? . 

3033. La temperatura en un punto A dado dé la'barra Ox es fun¬ 
ción de la. abscisa x del punto A y el tiempo i: 0 ■*> / ( x , tj. ¿Cuál 
seria la interpretación física do las dorivadás' parciales -gj- y 

3034. El área S dél rectángulo se expresa por la,fórmula S =< bli, 
donde b es la.base y h, la altura. Miar ^ y dar interpretación 
geomértica de los resultados obtenidos. 

3035. Sean dadas dos funciones: u = Ya z — x i (a es constante) 
y z~Vy l — x*. Hallar y Comparar los resultados. 


En los ejercicios 3036—3084 hallar las derivadas parciales de 
las funciones que se dan a continuación respecto a cada una de las 
variables independientes (a:, y, z, u, v, t, q> y iJj son variables): 


3036. z x— y. 3037. z=x‘y — y 3 x. 

3038. 0 = axe -1 -j- bt (o, b son constantes). 


3039. z ■=-+-. 


3040 . 


3041. z = (5*»y-y’+7)*. 
3043. z = ln (x+V^ + ir)- 

3045. z «-í-. 


3042. z = x]r y +». 

Y x 

3044. z = arctgy. 

3046. z — adL 


3047. i 


arctg^- 
ln(i J + i/ 2 ). 


3048. - ■- 

■- - y x z +v z +x 
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z — arcsen 


73W' 


3050. z = ln tg -j-. 


“-««a* — . 

V 

z — xy ln(*+jf). 
u — xyz. 


3052. z =¡ ln (* + ln y). 

3054. z — sen — eos —. 

y x 

3056. z = (l +xy) v . 
3058. * = **». 

3060. u = xy + yz + zx. 


u = x?+yz ! -\-3yx—x + z 
w = xyz +yzv+zvx-r ux y- 

Ua .e^ t *y‘+’ , K ‘ 3065. it = sen (**.+¥*+**). , 

iz = ln (*+!/ + *)■ 

u = x~.' 3068. 

/(i, y) =■ x- 4 -y — V**+y* en el punto (3,4). 
z = ln (iJvjj-) en el' punto (1, 2). 
z = (2x + y) txtv . 3072. z=.(^log„*) s . 

z**xye M "’ av . • í 

i = arctgy?. 3076. » ~ 2 . 

z = ln (x¡/ 2 + i/x 2 -j-V'l+(xy‘ + í/x 2 ) í ]. 

-/WWW"*-? 

arctg——rl 

(“‘«i)“T—tíX"" 0 *'■ 

‘ . ;’’vv f- : . . .ti-- • 

»-(3+fep- /í 308 ‘- ^^ctgjx -j/)-.. , f 

. , i—V*®+y 2 +í* 

u = (seng*- 3083. » = ln . 

wíki&'frfi + xh^—xyt») + ln eos (*V+&>* - *0*$ 
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a» 5 - -3&NI-' Hil1 " 083 ¿- 


3086. u = Vaz 3 — bt 3 . Hallar y para z = ó, í='a. 

3087. z = r.ÜTir.V - Hallar & y £ para *=y,0. 


du 


i + sen i-i-sen y 


ex 


By 


3088. u = ]/”sen* z-f-sen 2 y+ sen*z. fallar (- 57 )^. 


-í 


3089. it^lníl + i+^ + z 3 ). Hallar úg+Ky-hUx W a * = 1/* 

= z = l. . . 


3090. f,(x, y)*=x 3 y — y 3 x. Halla 


/ JÜ+IL \ 

r I 1 

1 _£/._2£. I ’ 

\ dx By /i=i 
»-2 


3091. ¿Qué ángulo forma la tangente a la linea 


* 2 +* 2 
' .4 


el punto (2, 4, 5) con la dirección positiva del eje d e, abscisas? 

z na l/ 1 -4- x 2 -f- t/ 2 

3092. ¿Qué ángulo forma la tangente a 1» linea x _ j 

en el punto ( 1 , 1 , V 3) con la dirección positiva del eje desordenadas? 

3093. ¿Qué ángulo se forma al cortarse las líneas planas engen¬ 
dradas por la intersección de las superficies z = i 1 +-^ y z = 

por el plano y ■= 2 ? 


Diferenciales .' Cálculos aproximados 

En los ejercicios 3094—3097 hallar las diferenciales parciales 
de las funciones que se dan a continuación, respecto-a cada lina da' 
las variable^ independientes. 

3094. z = ay* - 3z*y*’+ 2 y*. 

3095. .í=V , **+b*. 

3096. s-^. 

3097. u¿In(z s + 2y í -z a ). 

3098. z — y , 'x-\-y z . Hallar d „2 para x — 2, y=5, Ay =0,01. 

3099. z = Y \ n xy. Hallar dji -para, x =‘1, y=l,2, Ax= 0,016. 
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3100. u—p — +VTP + J + r. Hallar d r u pava p = 1., s«“3, 
r=5, Ap = 0,0l. 

En los ejercicios 3101—3109 hallar las diferenciales totales de 
las funciones que se dan a continuación. 

3101. z-xV-zV+a 4 í* 3102. z = ylir(a ! + y ! ) 

3104. z = áresen —. 

y 

3106. z = arctgjÜÍ. 

3108. z = arctg (xy). 3109. ií = x"'. 


3103. z- 


*+v 


x-y 

3105. z=son(xy). 

3107. «-S±g. 


• Aplicaciones a los cálculos 

3110. Hall ar el va lor de la diferencial total de la función z =* 
= x + y —V + ’f para x = 3, y = 4, Ax = 0,1, A y = 0,2. 

3111. Hallar el valor de la diferencial total de la función z — e*“ 
para x 1, y — 1, Az = 0,15, Ai/ = 0,1. 

3112. Hallar el valor de la diferencial total de la función 

z — para x-=2’, y=1, Az = 0,01, Ap —0,03 

3113. Calcular aproximadamente la variación de la función 
z«i±|! al variar x desde x,™2 hasta x z =2,5 e y desde p| — 4 
hasta y t =*3, 5. 

3114. Calcular aproximadamente ln (j!/1,03 + ¡/ 0,98— 1). 

3115. Calcular aproximadamente 1,04 2 - 02 . 

3116. Hallar la longitud del segmento de la recta x = 2, y = 3 
comprendido entro la superficie z = x i -j- y a y su plano tangente 
■en ol punto (1, i, 2). 

3117. El cuerpo ha sido pesado en el aire. (4,1 ± 0,1 gf) y en el: 

agua (1,8 ± 0,2 gf). Hallar el peso, específico del cuerpo e indicar 
el error del cálculo. . •. - • 

3118. El radio de la base del cono mide 10,2 ± 01 era, la gene¬ 

ratriz mide 44,6 ± 0,1 cm. Hallar el volumen del cono e indicar el 
error del cálculo. * ' 

3119. Para calcular el área 5 del triángulo por su lado a.ylos 
ángulos B, C se usa la fórmula 

-_ 2 seaB sea C 

.. • ~ 2 a sen (B+C)' 
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Hallar,el error relativo ós para calcular S si los errores relativos al 
calcular los elementos mencionados son 5„, 6j¡, '8c, respectivamente. 

3120. Un lado del triángulo mido 2,4 m y aumenta con la velo¬ 
cidad de 10 cin/s. El segundo lado mide 1,5 in y disminuye con la 
velocidad de 5 cm/s. El ángulo formado por estos dos lados mide 
60° y aumenta con la -velocidad de 2° al segundo. ¿Cómo, varía el 
área del triángulo y con qué velocidad? 

3121. Los radios de las bases de un cono truncado miden!' fí = 
= 30 cm, r = 20 cid, la altura h = 40 cm. ¿Cómo variaría el volu¬ 
men del cono si aumentásemos R en 3 mm, r, en 4 mm, h, en 2 mm? 

3122. Mostrar que para calcular el período T de la oscilación 
del péndulo, determinado por la-fórmula 

r=n/I 

(siendo l su longitud y g la aceleración de la gravedad) el error rela¬ 
tivo es igual a la semisuma de los errores relativos cometidos al cal¬ 
cular los valores de / y g (todos los errores son supuestos bastante 
pequeños). 



Fig. 59 


3123. La fig. 59 muestra el arco AB de una circunferencia. 
Expresar el error al calcular el radio r de dicho arcó tomando en con¬ 
sideración la cuerda 2s y la flecha p por los errores ds y dp. Calcular 
dr para 2s = 19,45 era ± 0,5 mm, p = 3,62 cm ± 0,3 mm. 


§ 4. Derivación de las funciones 

Función compuesta 

3124. u = e x - 2v , donde x = sen t, y = t?, = ? 

3125. u = x 2 +y z +zy, z = seuí, y — e 1 , ^£- = ? 

3126. z = aresen (i — y), z = 3t, y -= 4/ 3 ; -^- = ? 



Cap. X. Cálculo diferencia] 


220 


3127. z — x 2 y — y 2 !, donde x-=ucoso, p = usent>; = = ? 

3128. x~±, y=3u-2v, £ = ? £-? 

3129. u = ln (e*+e v ); -§£=.? Hallar £ si y=T>. 

3130. z = arctg {xy)\ hallar si y = e*. ■ 

3131. u = a resen -j-, donde z = V z* +1; -^-*= ? 

3132. z = tg(3< + 2*=—¡,), i-i. lf-V?í ? 

3133. u = , y = aseni, 2 = cosí; ^- = ? 

3134. 2 = «y ««*?<*»+*+»). rfl= , ? 

*+» 

3135. 2-(z»+v*)e *» ; £ = ? ^- = ? dz = ? 

3136. »-/(**-»•, «*»): £ = ? -£ = ? 

3137. Mostrar que la función 2 —arctg y, donde z = u+v. 

y = u — v, satisface la relación ¿T*"» . 

au av v*-i-u* 

3138. Mostrar que la función z — cp^ + p 2 ), donde <f(u) es 

una función derivnble, satisface la relación —i Í-= 0. 

3139. u. = sen x + F (sen y —sen x); mostrar que ¿^cosx-f- 
"1“ eos y .= eos x eos y, cualquiera que sea la función derivable f i 


3140. z. 


mostrar que —-£- + — 4r’ 


cualquiera 


•/(«*-¥*)’ mua ““‘ MU ” 7 H t 7í7 = 7 

que sea, .la, fqncfón derivable /.* . , , . J( - f ^ £ 

3141. Mostrar que la función derivable homogénea de orden 
cero *'=^(■ 7 ) (véase el ejercicio 2981) satisface la relación 

di . 3l n 

x i>;+y!¡¿~ 0 - 

3142. Mostrar que . la, función [homogénea.. d^ jfc-ésimo .orden 

u = i*/’^; -jj, donde F es una función derivable, satisface la 

relación x-^- + y^.%z^=ku. - •• - Mrfcii.--, .««to 

oz ay 1 02 
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3143. Comprobar.;»la proposición del ejercicio 3142 para la 
función u-gi 1 sen . 

3144. Sea’dada la función derivable / (x,~ y). Demostrar que si 

sustituimos las variables x, y por las funciones lineales homogéneas 
de X, V, la función obtenida F (X, Y) estará unida con la función 
dada por la relación _, 




' al , ai V -3F , v' dF 
x JI + l J-a¡¡ = x -ax + ' Sy- 


Funciones dadas implícita y paramétricamente 

En los ejercicios 3145—3155 hallar la derivada de las funcio¬ 
nes dadas implícitamente. 

3145. x*y- 3146. x*y*—x *—jd = a‘. 

3147. xe y + ye*-—e* 1 '»- 0. 3148. (a* + y*)*-a* (x*- y*) = 0. 

2 2 2 

3149. sen (xy) — e* v — x*y = 0. 3150. x’ + y 5 = a*. 

3152. arctgii^-^-0. 


3154. ye* + e v — 0. 


3151. xy —lny = u. 

3153. yx 2 ^e v . 

3155. y* = x". 

3156. F (x, y) = F (y, x). Mostrar que la derivada de y respecto 
a x puede ir expresada mediante una fracción cuyo numerador se 
obtiene del denominador permutando las letras yyi. 

3157. x* + y* — 4x — lOy + 4 = 0. Hallar para x = 6, 
y => 2 y x = 6, y = 8. Dar interpretación geométrica de los resulta¬ 
dos obtenidos. 

3158. x*y + xy* — ax*y* = a*. Hallar ^ para x = y = a. 

3159. Demostrar que de x*y* + x 8 + y’ — 1 = 0 se deduce: 
dx , dy 


Vt-!'*’ 


= 0 . 


3160. Demostrar que de a -i- 6 (x + y) + cxy = ni (x — y) se 
deduce: 

dx dy 


a + 2bx+cx* <¡ + 2 by + cy*' 

316 !. 4 -^-=!; •£=? -|- = ? 
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3162. 2a®+* 2 -4*4-2*— 5 = 0; -2L=? -££- = ? 

dx ay 

3163. z 2 -t-3xyz = a 2 ; -|i = ? -£- = ? 

ox oy 

3164. e‘ — xyz = 0\ -£- = ? il = ? 

dx dy 

3165. Mostrar que cualquiera que sea la función derivable >p, 
do la relación <p (ex — az, cy — bz) — 0 se deduce: 


a i 


dx 


+b i 


—c. 


3166. F (x, y, z) — 0. Demostrar que 


— la.— i - él él él. 

dy ' dx ~ ’ as dx ' dy 


3167. Hallar la diferencial total de la función z, definida por la 

ecuación eos 2 * eos a y + cos 2 z = 1. 

3168. La función z viene dada parainétricamente: x ■« u + y, 
y = u — y, s = uv. Expresar z como función explícita do x e y. 

3169. x = u + V, y = u* + y 2 , z = u % + y 2 . Expresar z como 
función explícita do x e y. 

3170. x = u eos v, y — u sen v, z = ko. Expresar z como función 
explícita de x e y. 

En los ejercicios 3171—3175 expresar dz a través de x, y, z, dx 
y dy de las funciones dadas en forma paramétrica. 

3171. *-¡£±í. j^í^.z-uo. 


3172. x = V^a(sen u + coso), y=]/’«(cosu— seno), z = 1 
+'sen (u— v). 

3173. x = u-|-y, y = u — v, uV. 

3174. x = ucos y, y = u seno, z=it 2 . 

3175. x = ycosu— ucosu + senu, y = ysenu — usen»—eosu, 

z = (u—y) 2 . • " 

3176. x — e“cosy, j/ = e u seny, z — uv. Expresar dz mediante n, 

"V, dx y dy . í?, . ' - •■ ! 

3177. Las relaciones u = / (x, y), y = F (x, y), donde / y F ion 
funciones derivables do x e y, detorminan.-x é y como funciones deri¬ 
vabas de u y y. Demostrar que 
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3178. u y v son funciones dé.x,.¡r, z que satisfacen las relaciones 
= 3* — 2 y + z, n 2 = x % + y 1 + z 2 . Mostrar ¡que i 


¡>!La.u—+i — = 0 . 

áJT» a.. ^ í ñs 


By 


Bu 

Bz 


3179. Sean y = / (x, t), F (x, y . <) = °- Comprobar que 




d]_ÉL-.J!LÉL 

dz ó! dt dz 
Bi_aF_,aF_ ■ 
Bt d'j + st 


3180. Sean / (®, y, z) = 0. Comprobar que 

íLSL—íLiL 

dy _ ¿x Bz di Oz 

«i ii By S¡ 
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3181. x = i? + xy~—hx!f‘+y l - Mostrar que 


Pi 


diz 
BU dx 


3182. z-x*. Mostrar que 

3183. z = e*(cosi/+xsenp). Mostrar que 

3184. z = arctg —• Mostrar que 

En los ejercicios 3185 — 3192 hollar y -¿¡jp de las 

funciones que se dan a continuación. 

3185. z = jVV¿ r +!ft i - 318 ®- * = ln(i + V^+p 2 ). 


3187. z = arctg 
3189. * = «*»*. 

l/ln * 


*±r . 

\-zy- 


3188. z^sen 2 (ax+óp). 

3 i»°- 

3191. z = a ,n¡c . 3192. z=arcscn(ip). 

3193. u=Vxi+y*+z*- 2xz; -^r = ? 

3194. s = e*>'--, -r-z-zr — ? 


d*z 
dz 2 dy 

3195. s = ln^ + !^); 


o* 

áx By* 


<=? 
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3196. z —- sen xy\ 

3197. (o = e x " ! ; 

3198. v=x m y''z J, - l 

3199. z-ln («* + «■'); 


a 3 » 

ax ay 2 
tPw 

dz dy d¡ 
d*v 


£i_ cfi: 
dzi 


axty* d-.i 

ostrar 
Sh \2 


= ? 
-7 

= ? 


mostrar que £ + -^- = 1 Y 


que 


ai: / 9H \ 
óy 1 V Sz dy ) 


= 0 . 


3200. U‘=e x (xcosy — yseny). Mostrar que 4-r+4nr “O- 


3201. « = ln- 


azi 

&u , a*u 
TF+-W' 

0 z u , d l u , d 2 u 


dy 2 

: 0 . 


V*+?’ 

3 m - - Vt 4 +It = " ar ^ S-+i*+S-«. 

3203. r = V r ^ + !/ í + z í ; mostrar que 


3*(lnr) , P(lnr| , d*(lnr) 
azi " r ay* a » 2 


i 

rí • 


a 2 r . íf-r . a-r 2 
azi ■ + "áJ 7 ‘ í ' a , 2 - r > 

3204. i Para qué valor, de la. constante a la función r.-i’+ 
-f-azy 2 satisface la ecuación = 


3205 ’ Z = -yiJoizi ' n ’° Strar 


y*— a*x* 

,-í-+. . 

x—y y —I 2 —y 


3206. y = - 1 -■ + — * - H~ ——¡ mostrar que 


— +— + — 4-2 ( ^ I dtv I ^ U0 

dX 2 T a ;,2 -t- fll 2 i-* l „x dy -r a; a* } u - 

3207. s = /(s, y), | = t| = i- y. Comprobar que 


£L—J^L — / J!l 

ax» ay» ~ 4 agan' 

3208. y = a: ln (s-j-r) — r, donde r* = a£.+ y*; Mostrar que 

1 . V 


ft i ft. 
ax 2 1 a« 2 — *+r‘ 


3209. Hallar la expresión para la segunda derivada do la 
función y dada implícitamente por la ecuación j (x, y) = 0. 

3210. y = <p(x — et)+i(i(x4-a/). Mostrar que -^f- = a 1 -^-cuales¬ 
quiera que sean las funciones q> y ip derivables dos veces. 


fr 
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3211. u = <p (x) -j-i) (y) + <z—y) i|>' (y). Comprobar que 

Ix-y)-? “ = -^~ 

' *> dzdy dy 

(qj y (f son las funciones derivables dos veces). 


3212. z = y(f{x 2 — y 2 ) .Comprobar que -1 + i. (i F es 


la función derivable). 

3213. r = x<f(x + y) +yyf{¿ + y). Mostrar que 

5V „ a*r ... ¿r , n 

T?- ¿ -álWTjjr ^ 0 

(<f y i|> son funciones derivables dos veces). 

3214. « = 7 -[q>(a¿'-|- 0 )+ ’!>(<«* — y)l. Mostrar quo 

y 

d' ¿ ¡x _ a 2 d I « 8u i 
dz* ~ ¡r ' dy V’ dy ) ' 

3215. «“-jlqiíx — >) + ^>(* + V)l. Mostrar que 

dz \ dz I dy 1 


3216. u = xe v +ye x . Mostrar que 
d 3 u , d*u __ ff>u 


d 3 u 


dz- 1 dy 3 X dz dy- 1 ^ Ox* dy ' 


3217. u = e* v ‘. Mostrar que 


d*u fPu , du , 

-d7Wdi = x,J 'dTW^ 2x 'd7 + u - 


3218. u = ln - ’ 1 - . Mostrar que 




d*u 


dz 3 ‘ dz 3 


a_ d 3 u d*u ~ I 1_1_\ 

dy dxdy* dy* = Yy* x* /' 


En los ejorcicios 3218—3224 hallar las diferenciales de segundo 
orden de las funciones que se dan a continuación. 

3219. z — xy í —x z y. 3220. z=ln( 2 — y). 

3221 ■ z = 2ÜF+W)- 3222 - z=xs6t¡1 u- 

3223. *-*«*». . 3224. u=xyz. 

3225. z = ?en (2*4- y)- Hallar tPz en los puntos (0, a); 
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3226. u = sen (x+ !/ + *); = ? 

3227 - -í+#+-£=*■• dW 

3228. z 3 — 3zyz = a s ; d 2 z = ? 

3229. 3xV •+• 2 z 3 ii/ — 2zx 3 + 4z¡/ 3 — 4 = 0. Hallar d 3 z en el 
punto (2, 1, 2). 

Cambio de variables 

3230. Transformar la expresión diferencial 
poniendo a: = 1 It. 

3231. Transformar la expresión diferencial 

3?y" — 4xp' + y, 

poniendo x = e : . 

3232. Transformar la expresión diferencial 

poniendo x = sen t. 

3233. Transformar la expresión diferencial + y tomando y 

como variable independiente y x, como su función. 

3234. Transformar la expresión y'y’ — 3 y" s tomando y como 
variable independiente. 

3235. Transformar la expresión yy" — 2 (y 2 + y' i ) a 'a nueva 

«I 

función v, poniendo y= — . 

3236. Transformar la ecuación 

dy _ x+v 
dx x—y 

a las coordenadas polares que están relacionadas con las fórmulas 
cartesianas x = p eos tp, y — p sen <p. 

3237. Transformar la expresión k-= --—y a las coordena- 

(H-í' 2 )* 

das polares p, <p- 

3238. La función z depende de x, y. En la exprosión y-|| — 
-X-^r- efectuar el cambio de las variables independientes con 

dy 

ayuda do las fórmulas x = ucosu, y=-useav. 
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3239. Transformar el operador de Laplacc a las 

coordenadas polares. 

3240. Transformar la expresión ■— + -0- kz a las coordena¬ 
das polares considerando que z —w (p) depende solamente de p y 
no depende de q>. 

3241. En la expresión + cambiar las -variables 

x o y por las variables u y v, y la función z, por la variable w, 
considerando que estas variables están unidas por las relaciones 




Capítulo XI 


Aplicaciones del cálculo 
diferencial de las funciones 
de varias variables 


§ 1. Fórmula de Taylor. 
Extremos de las funciones 
de valias variables 


Fórmula de Taylor 


3242. f{x,y)=*x*+ 2y*—xy\ desarrolar la función / {x + h, 
y + k) en potencias de h y k. 

3243. /(*, y) «=a *+¡/ 1 — 6 z¡/—39 j + 18y + 4; hallar el incre¬ 
mento que recibe al pasar las variables independientes de los va¬ 
lores i = 5, y = 6 a los valores z = 5 + h. y = 6 + fc 

3244. 

hallar el incremento que recibe la función al pasar las variables inde¬ 
pendientes do los valores x = i, y = 2 n los valores x = 1 + h, 
y 2 + k. Calcular / (1,02; 2,031 limitándose a los términos de 2 o 
orden inclusive. 

3245. / (*, y, i) - Ax’ + By* -i- Cz* H- Dxy -i- Eyz -f Fzx-, de¬ 
sarrollar 1(x + h, y + k, z+ l) en potencias de h, k, l. 

3246. Desarrollar z = son z son y en potencias de (a:— y 


Hallar los términos de primero y segundo órdenes y 
Í? 5 (término complementario de segundo orden). 

3247. Desarrollar la función z = x” on potencias de (x — 1), 
(y _ i) hallando los términos hasta el torcer orden inclusive. Aplicar 
el resultado obtenido para calcular (isin recurrir a las tablasl) l,l l> . 

3248. / (*, y) = e* son y; desarrollar / (x + h, y + k) en potencias 
iehyk, limitándose a los términos de segundo orden respecto a h y k. 
Aplicar el resultado para calcular e 01 sen 0.49n. 
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3249. Hallar varios primeros, términos de desarrollo de la fun¬ 
ción e x sen y en serie d' ""aylor en el entorno del punto ( 0 , Ó). 

3250. Hallar varios (...meros términos de desarrollo de la fun¬ 
ción e* ln (1 + y) en serie de Taylor en el entorno del punto (0, 0), 

En los ejercicios 3251—3256 desarrollar las funciones que se dan 
a continuación en serie de Taylor para x„ = 0. p<> = 0. 

3251. 2 =-¡-—t— . 3252*. z = arctg '*~ y . 

1— X— y + zy 6 1+jy 

3253. z = ln (1 — i) ln (1 — p). 3254. z = \n —~/^~ x -Z . 

3255. z = sen (a^+p 2 ). 3256. z = e* eos y . 

3257. Hallar varios primeros términos de desarrollo en poten¬ 

cias de z — 1 , y — 1 de la función z dada implícitamente por la 
ecuación ' 

z 3 + yz — xy 3 — x 3 = 0. 

La función dada es igual a 1 cuando * = 1, y = 1. 

3258. Obtener la fórmula aproximada 


eos J 
cosy 


i-±(x*-y ¡ ) 


pava los valores suficientemente pequeños de | x |, | y |. 


Extremos 


En los ejercicios 3259—3267 hallar los puntos estacionarios de 
las funciones que se dan a continuación. 

3259. z¡=2x 3 +xy 3 +5z?-l- y 2 . 

3260. z~e*(x+y í + 2y). 

3261. z = xy(a — x — y). 

3262. z = {2ax—x ¡ )(2by — y 1 ).. 


3263. 2 — sen * + sen y + eos (x + y) (0 < x ^ 0 ^ y ¡g ~ ) 


3264. 


a +bz+cy 

Vl + zZ+y"-- 


3265. z = p)^l +x+xY\ +y. 

3266. u = 2 i í +p 2 -(- 22 —xy — xz. 

3267. u = 31na; + 21ng-t-5 lnz + ln(22— x — y — 2 ). 

3268. La fig. 60 muestra las líneas de nivel de la función z = 
= f {x , y). ¿Qué particularidades ofrece la función en los puntos A, 
B, C, D y en la línea EFt 
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3269. La función z viene dada en forma implícita: 2x- +' 2y" 4- 
-j- z* -f 8 .rz — z + 8 = 0. Hallar sus puntos estacionarios. 



3270. La función z viene dada en forma implícita: 5x* + 5p® + 
4 5z* — 2xy — 2xz — 2 yz — 72 — 0. Hallar sus puntos estaciona¬ 
rios. 

3271. Hallar los puntos extremos de la ‘función z = 2xy — 

- 3x 2 - 2z* 4- 10. 

3272. Hallar los puntos extremos de la función z = 4 (x — y) — 

— x l — y 1 . 

3273. Hallar los puntos extremos de la función z x 3 + xy + 
+ y* + x — y + i. 

3274. Mostrar que la función z = z?+xy + y 2 + 2¿- + ~ tiene 


mínimo en el punto x = y = -p=. 

3275. Mostrar que la función z = x* + y* — 2x s _— íxy — 2y* 
tiene mínimo, cuando x — 1 ^ 2 , y •= ]^2 y x = — \^2, y = — V2. 

3276. Mostrar que la función z = x 3 4- y 3 — 6 xy — 39x ■+ 18 y + 
4- 20 tiene mínimo, cuando x — 5, </ = 6 . 

3277. Hallar los puntos estacionarios de la función z = x?y 3 (12 — 
— x — y) que satisfagan la condición x > 0 , y > 0 y analizar su 

carácter. 

3278. Hallar los puntos estacionarios de la función z = xr ■+■ 
4 - y 3 — 3 xy y analizar su carácter. 
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Valores máximos y mínimos 

3279. Hallar los valores máximo y mínimo do la función z = 
«= x a — y 3 en ol círculo x* -+• y- ^ 4. 

3280. Hallar los valores máximo y mínimo de Ja función z = 
= y? - 1 - 2xy — Ax + 8 y en rectángulo limitado por las rectas 

i = 0, y = 0, x — 1, y = 2. 

3281. Hallar el valor máximo de la fuución z = x*y (4 — x — y) 
en el triángulo limitado por las rectas x = 0, y = 0, x + y ~ 6. 

3282. Hollar los valores máximo y mínimo de la función 

z = e-*'-»' (2x* -+- 3y J ) 

en el círculo y s <4. _ ... 

3283. Hallar los valores máximo y mínimo de la función z — 

— sen x son y -f sen (x + y) en el rectángulo n/2; 

0 ^p<n/2. 

3284. Desarrollar el número positivo a en tres sumandos posi¬ 
tivos do modo que el producto de éstos tenga el valor máximo. 

3285. Representar el número positivo a en forma de producto 
de cuatro factores positivos cuya -suma sea la menor posible. 

3286. En el plano Oxy hallar el punto tal que la suma de los 
cuadrados de distancias que medien entre las tres rectas x = 0, 
y — o, x + 2y — 16 = 0 y el punto buscado sea la menor posible. 

3287. Trazar un plano de modo que pase por el punto (a, b, c) 
y que-el volumen del tetraedro recortado por dicho plano del triedro 
coordonado sea el menor posible. 

3288. Sean dados n puntos: A , (x„ z,), . . ., A n (x„, y n , z„). 

En el plano Oxy hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de 
distancias que medien entre todos los puntos dados y el punto bus¬ 
cado, sea la menor posible. 

3289. Sean dados tres puntos A (0, 0, 12), B (0, 0, 4) y 
C (8, 0, 8). En el plano Oxy hallar un punto D tal que la esfera 
que pase por estos tres puntos tenga el menor radio posible. 

3290. Inscribir en la esfera dada de diámetro 2 R un paralelepí¬ 
pedo rectangular que tenga el mayor volumen posible. 


Extremos condicionados 

En los ejercicios 3291—3296 analizar si las funciones que se dan 
a continuación tienen extremos. 

3291. z=x m +p”'(m>l) para x + y = 2 (x>0, i/>0). 

3292. z — xy para x i + y 2 = 2a 2 .' 


232 


Cap. XI. Aplicaciones'del-.cálculo diferencial 


3293. z = l+i para 


3294. z. 


■acos 2 x+bcos 2 y para y —x = -£-. 


3295. u=x+y+z para + = 

1) x + y + z =5. 


3296. u = xyz para { n . _ 

1 l 2) xy+xz+yz=S. 

3297*. Demostrar que la siguiente relación es válida 
*1 +4+----I-J' ^ X,+X;-j- ...4-In y 

3293. / (x, y) = i 3 — 3xy* + 18p, siendo 3x 2 y — y 3 — 6x = 0. 
Demostcáí que la función / (x, y) alcanza su extremo en los puntos 
x = y = ±1^5. 

3299. Hallar el mínimo de la función u = ax 2 + by 2 + cz 2 , 
donde a, b, c son constantes positivas y x, y i z están unidas por la 
relación x -+■ f+ r = 1. 

3300. Hallar los valoros máximo y mínimo de la función u » 
= y* 4- 4z 2 — 4yz — 2xz — 2 xy para 2x 2 -f 3y 8 -f- 6z l = 1. 

3301. En el plano 3z — 2z = 0 hallar el punto tal que la suma 
de los cuadrados de las distancias que medien entre dicho punto 
y los puntos A (l, - 1, l)yfl (2, 3, 4) sea la menor posible. ‘ 

33Ó2. En el plano x + y — 2z *= 0 hallar el punto tal que la 
elimo do los cuadrados de las distancias qué medien entre dicho 
punto y los planos a: + 3z = 6-e y + 3s = 2 sea la menor posible. 

3303. Sean dados los-puntos A (4, 0, 4), B (4, 4, 4); C (4, 4, 0). 
•En-la superficie de la esfera x 2 -f y 2 4- z* = 4 hallar el punto S 
tal que el volumen de la pirámide SABC sea: a) el mayor posible, 
•hl-el menor posible. Comprobar la respuesta de manera geométrica 
ele'montal. •< • ■ . » > 

" <3304. Hallar el paralelepípedo rectangular de volumen dado 
V que tenga la menor área posible. " ; . » -f 

3305. Hallar el paralelepípedo rectangular de área dada S ol 
cual tenga el mayor volumen posible. • - ;■ , .i 

33Ú6. Hallar el volumen del mayor paralelepípedo rectangular 
fue seo susceptible de ser inscrito en el elipsoide de semiejes-a} ió, c. 

3307. La tienda de campaña tiene la forma de cilindró rematado 
por un cono. ¿Cuáles deberían ser las relaciones entre sus dimensiones 
lineales para que la cantidad de tela necesaria para su fabricación 
sea mínima siendo el volumen dado? 

3308. La sección del canal presenta la forma de trapecio isósce¬ 
les de área dada (véase la fig. 61). ¿Cuáles deberían ser sus dimensio¬ 
nes para que la superficie lavada del canal sea la menor posible? 

3309. 'De todos los paralelepípedos rectangulares que tienen la 
diagonal dada hallar el que tenga el mayor- volümen r jposible. • 
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3310. Calcular las dimensiones exteriores que debería tener un 
cajón abierto (sin la tapa) de forma de paralelepípedo rectangular,, 
ael que se dan el espesor de paredes a y el volumen V , para que al 
fabricarlo se gaste la menor cantidad posible de material. 



Fig. 61 


3311. Hallar el volumen máximo del paralelepípedo siendo la- 
suma de todas sus aristas igual a 12a; 

3312. Circunscribir en torno a una' elipse dada un triángulo de¬ 
base paralela al eje mayor cuya área sea la menor posible. 

3313. En la elipse x + X ” 1 hallar los puntos tales que lns. 
distancias entre éstos y la recta 3x + y — 9 — 0 sean mínimas 
y máximas. 

3314. En la parábola x‘ + 2xy + }/* + iy = 0 hallar el punto- 
tal que la distancia entre.ésto a la.recta 3z — 6j/+ 4 = 0 sea la 
menor posible. 

3315. En la parábola 2x°- — bxy + 2y* — x — y = 0 hallar el 
punto más próximo a la recta 9-c — 7y + 16 = 0. 

3316. Hallar la distancia máxima que media entre los puhtos. 

de la superficie N 

2x 3 + 3 y 1 + 2z 3 + 2xz = 6 

y el plano z = 0. 

3317. Hallar los lados de un triángulo rectángulo cuyo perí¬ 
metro sea mínimo siendo dada su área S. 

3318. El cono recto elíptico cuyos semiejes do la base miden 

a y b y cuya altura es H, lleva inscrito un prisma de base rectangular- 
de tal modo que los lados de la base son paralelos a los ejes y la inter¬ 
sección de las diagonales de la base se halla en el centro de la elipse. 
¿Cuáles deberían ser los lados de la base y la altura del.prisma para 
que su volumen sea el mayor posible? ¿A qué sería igual este volu 5 - 
inen mayor? . 

3319. Hallar la pirámide regular triangular de volumen dado tal 
que la suma de sus aristas sea la menor posible, 

3320. Sean dados dos puntos en la elipse. Hallar uno tercero- 
en'la misma elipse tal que el área del triángulo que'tiene los dos- 
primeros puntos por sus vértices, sea la mayor posible. - 
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3321. Trazar la normal a la elipse = 1 de modo que 

Ta distaucia que medie entre el origen de coordenadas y la normal 
.buscada sea la mayor posible. 

3322. En el elipsoide de revolución gg- -f + 2 5 = 1 hallar 
los puntos las distancias entre los cuales y el plano 3z -j- 4y + 12z = 
= 288 sean la mayor posible y la menor posible. 

3323. Sean dadas las líneas planas f (x, y) = 0 y ip (x, y) = 0. 
Mostrar que el extremo de distancia entre los puntos (a, P) y (£, t|) 
■que so hallan en estas líneas, respectivamente, so verifica si se 
•cumplo la siguiente condición 



Valiéndose de ello, hallar la distancia mínima entre la elipse 
-x 1 2xy + 5 y* — 16 y = 0 y la recta x -+- y — 8 = 0 . 


§ 2. Líneas planas 

Tangentes y normales 

En los ejercicios 3324—3327 escribir las ecuaciones de la tangente 
;y de la normal a las líneas en los puntos que se indican. 

3324. x?y + y 3 * 3 — en el punto (1, 1). 

3325. a 2 (z‘-f y 1 )— a 3 y 3 = 9o* on el punto (a, 2a). 

3326. eos xy = x + 2y en el punto (1,0). 

3327. 22 *— x?y-\-3x i + Axy — 5z — 3y + 6 — 0 en el punto de su 
intersección con el eje Oy. 

Puntos singulares 

En los ejercicios 3328 —3340 hallar los puntos singulares de las 
línoas. 

3328. y i = x 2 { i—1). 3329. a z x* = ( 2 * -hy a ) r- 

3330. y i = ax 1 +bx t . 3331. y a = z(i-a) a . 

2 2 2 

3332. & -fy 3 = a 3 " 3333. x ‘+^- 82 *- 10 y 2 + 16 = 0. 

3334. z‘.(.12z 3 -6 í í 3 + 36z 2 -¡-27p*-81 = 0. 





3335. x 3 +y s -t-3axy=0. 3336. x l +y 2 = y*+y k . 

3337. y*=x\nx. 3338. y z <= sen 3 .r. 

3339. /=(*-«)*. 3340. z*=(y-x z )\ 


Envolventes 

3341. Escribir la ccaación de la envolvonte de la familia de rectas 
U =* oí + f (a). En particular, poner f (a) = eos a. 

3342. Hallar la envolvonte de la familia de rectas y ■= 2 mx + m*. 

3343. Un haz de rectas está trazado do tal modo que pasa por 
el punto A (a, 0). Hallar la envolvente de la familia de normales 
trazadas a las rectas del haz en los puntos de su intersección con 
«1 eje Oy. 

3344. Hallar la envolvente de la familia de parábolas y 3 = 
— a (x — a). 

3345. Hallar la envolvente de la familia de parábolas ax 1 -f 

+ a 3 y = 1. 

3346. Hallar la envolvente do la familia de parábolas y = 
■* a 3 (x — a)’. 

3347. Hallar la envolvente de la familia do parábolas semicúbicas 
{y — a) 1 = (x — o) 8 . 

3348. Hollar la envolvente de la familia de líneas x % + ay° = a 9 . 

3349. Hallar la envolvonte de la familia de elipses ~ «= 1 

siendo la suma de semiejes de cada elipse igual a d. 

3350. Los radios de la circunferencia son proyectados a sus dos 
diámetros perpendiculares entre sí. En las proyecciones, que sirven 
de semiejes, son trazadas las elipses. Hallar la envolvente de la 
familia de elipses obtenida. 

3351. Hallar la envolvente do la familia de circunferencias que 
tienen sus contros sobre la parábola y = bx* y que pasan por su 
vértice. 

3352. La recta se desplaza de tal modo que la suma do longitudes 
de los segmentos cortados por la recta en los ejes de coordenadas 
sigue constante e igual a a. Hallar la envolvente de la familia de 
rectas obtenida. 

3353. Hallar la envolvente del diámetro del círculo que rueda, 
sin deslizarse, sobre una recta dada (el radio del círculo es igual a ñ). 

3354. Las cuerdas de un círculo (cuyo radio es igual a R) para¬ 
lelas a la dirección dada que sirven de diámetros, llevan circunscritas 
unas circunferencias. Hallar la envolvente de esta familia de cir¬ 
cunferencias. 

3355. La recta se desplaza de tal modo que el producto de los 
segmentos cortados por ésta en los ejes de coordenadas, es igual a la 
magnitud constante a. Hallar 1a envolvente de estas rectas. 
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3356. Mostrar que toda línea es envolvente de íá familia de sus¬ 
tangentes. 

3357. Mostrar que la evoluta de la línea es la envolvente de la 
familia do sus normales. Hallar la evoluta de la parábola y 2 i='2pr 
como lugar geométrico de los centros de curvatura y como envol¬ 
vente de la familia de normales. Comparar los resultados. 

3358. Demostrar el teorema: si la línea (X) es la envolvente 

de la familia de rectas x eos t + y sen t — f (t) = 0 , la evoluta de 
la línea (A) os la envolvente de la familia do rectas —asen t + 
+ y eos t — f ( t ) = 0. _ 

3359. El radio vector OM de cierto punto M de la hipérbola equi¬ 
látera xy = 1 es proyectado sobre las asíntotas de, la hipérbola. 
Hallar la envolvente de las elipses trazadas en las proyecciones OM 
sirviendo éstas de semiejes. 


§ 3. Función vectorial 
del argumento escalar. 

Líneas alabeadas. Superficies 

Punción vectorial del argumento escalar 

3360. Demostrar las siguientes fórmulas de derivación 

Aquí u y v son funciones vectoriales del argumento escalar t. 

3361. Sea dado r'—r (t). Hallar las derivadas. 

a >ir( rí)í b >4( r 4f)\ c >4( r>< 4r); d ) 

3362. Los vectores r ( t ) y son dados como .colineares pora 

todos los valores de 1 .,Demostrar que }os vectores t 

.son tambiéu colíneares al vector r (í). 

3363. Demostrar que si el módulo | r 1 de la-función r (í) sigue 
constante para todos los valores de t, se tiene — 1 r. (¿Cuál séría Iá 
interpretación geomértica de este hecho?) ¿Se verifica,el teorema 
inverso? 
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donde los vectores a y b son perpendiculares entre sí. Determinar 
la trayectoria del movimiento. ¿En qué momentos sería extremada 
la velocidad del movimiento? ¿En qué momentos sería extremada 
la aceleración? 

3375. Las fórmulas para pasar de las coordenadas cartesianas 
a las esféricas presentan la siguiente forma: x => p sen 9 eos ip, 
y = p sen 0 sen (p, z = p eos 0 , donde p es la distancia que media 
entre el punto dado y el polo, 0 es su latitud, <p es el ácimut.osea, 
la longitud. Hallar los componentes de la velocidad del movimiento 
del punto material dirigidos hacia los vectores ortogonales unitarios 

e D< *o. 

Lineas alabeadas 

En los ejorcicios 3376—3383 formar las ecuaciones de la recta 
tangente y del plano normal para las líneas dadas en los puntos 
indicados. 

oo-c / I a i 3 i 2 \ . t* í 3 fl 

0376. r^, -y, y.) esto es, x — y, x=y, y*=yen un 
punto cualquiera. 

3377. x = ncosq>, j/=asen<p, z = -^-(p en el punto dado 

( - 

Demostrar que la tangente en todos los puntos de la línea forma un 
mismo ángulo con el eje Os. 

3378. x = ai, |-aí J , z= ¿ai 5 en el punto ( 6 a, 18a, 72a). 

3379. x*=t — sent, y=-l—cosí, r = 4seny en el punto 

(n/2 — 1 , 1 , 2 / 2 ). 

3380. y 2 + z 2 = 25, x 2 + y 2 = 10 en el punto (1, 3, 4). 

3381. 2X 2 + 3 y 2 + z 2 = 47, x 2 -f 2jr s = z en el punto (—2, 1, 6). 

3382. x 2 4- y 2 = z 2 , x = y en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ) 

3383. x 2 + z s = a 3 , y 2 + z 3 = 6 ’ en uh punto cualquiera. 

3384. En la línea r {eos t, sen t, e‘) hallar el punto en el cual 
la tangente sea paralela al plano /3z + y — 4 = 0. 

En los ejercicios 3385—3387 formar las ecuaciones del plano oscu- 
lador, la normal principal y binormal a las lincas dadas en los puntos 
indicados. 

3385. / a-, x 2 = z en los puntos (1, 1, 1). 

3386. x 2 = 2az, y 2 = 2 bz en un punto cualquiera. 

3387. r{e‘, e~‘, í/2} en el punto (e, e' 1 , /2). 

3388. Mostrar quo las tangentes, las normales principales y bi- 
normales do la línea r {e‘ eos /, e‘ sen t, e 1 } forman ángulos cons¬ 
tantes con el eje Oz. 
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En los ejercicios 3389—3392 formar las ecuaciones de la recta 
tangente, ei plano normal, la binormal, el plano osculador, la nor¬ 
mal principal y el plano rectificante a las líneas dadas en los puntos- 
indicados. ‘ 

3389. x = t 2 , y = 1 — t, z = l 3 en el punto (1, 0, 1). 

3390. x 2 + y 2 4- z* = 3, r I a -f y 2 = 2 en el punto (1, 1, 1). 

3391. r {son í, eos t, tg i} en el punto (-^¡r-. *)• 

3392. r {í a — t 2 — 5, 3t 2 + 1, 2 1 2 — 16} en el punto corres¬ 
pondiente al valor del parámetro í = 2 . 

3393. Mostrar que la línea r {2f + 3, 3í — 1, t a } tiene en todo» 
los puntos un mismo plano osculador. Interpretar este hecho desde 
el punto de vista geométrico. 

3394. Demostrar que la línea 

r {a,f 2 -l- 6 |í + C|, a i t 2 r-b i t + c 2 , <ijt 2 + 6 jf H-Ca} 

es plana y formar la ecuación del plano en que se halla situada. 

3395. Hallar el radio de torsión de la línea r {eos t, sen t, ch t). 

3396. Hallar el radio do curvatura de la línea r {ln eos t, ln sen í, 
V5t), 0 < t < ji/ 2. Mostrar que la torsión en cualquier punto- 
suyo es igual a la curvatura en este punto. 

3397. Mostrar que para la línea r {«' eos í, e sen t, e ) (veaso 
el ejercicio 3388) la relación entre la curvatura y la torsión se man¬ 
tiene constante para todos los puntos de la curva. 

3398. ¿Cómo podría ser expresada la curvatura de la línea ala¬ 
beada dada por las ecuaciones y = tp (x), z «= i|) (x)? 

3399. Expresar los vectores x„ v,, p, por medio de las deri¬ 
vadas del radio vector del punto en ln curva r = r (t). 

3400. Expresar cada uno de los vectores x,, v„ p, por medio de 
los otros dos. 

3401. Hallar el vector <o (s) (vector de Darboux) que satisfaga 
las siguientes condiciones: 


CÍS 


■ <Ú XX,; 


dv t 

ds 


= <0 x V,¡ 



Longitud del arco de la línea alabeada 

En los ejercicios 3402—3409 hallar la longitud dol arco de las 
línoas que se indican. 

3402. r (2í, ln t, t 1 } desde t = 1 hasta t = 10. 

3403. r {a eos t, a sen f, a ln eos t) desde el punto (a, 0, 0) hasta 

el punto (ü-j£Í,¿£Í ~flu2). 


2 
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3404. r{«' cosí, e' sen i, e 1 } desde el punto (-1,0,1) hasta el 
punto correspondiente al parámetro t. 

3405. a: 2 =3g, 2xy — 9z desde el punto (0,0, 0) hasta el punto 
'(3,3,2).- . 

3406. z 2 = 2ai, 9y 2 =16a:z, desde el punto (0,0,0) hasta el 
punto (2a, 8a/3, 2a). 

3407. 4aa = (p+z) 2 , 4a 2 +3y 2 = 3z 2 desde el origen de coorde¬ 
nadas hasta ol punto (x, y, z). 

3408. y — V 2 ax — z 2 , z — a ln desde el origen de coorde¬ 

nadas hasta el punto (x, y, z). 

3409. p-=aarcsen z = -ialn-i—i desde el origen de coorde¬ 
nadas hasta el punto (y, , -2- ln 3). 

Superficies 

En los ejotcicios 3410—3419 escribir las ecuaciones de los planos 
tangentes y las normales en los puntos indicados, para las super¬ 
ficies dadas. 

3410. z = 2x 5 — 4p* en el punto (2, 1, 4). 

3411. z = xy en el punto (1, 1, 1). 

3412. re 1 ~^£L±J /3 en el punto (a, a, —a). 

3413. z«=i]/’z 2 -+-p 2 —xp en el punto (3,4, —7). 

3414. z = arctg~en el punto (l,l,-2-), 

3415. +-jr +-jr“ 1 en el punto (-pp, -pp . -pp-). 

3416. x‘ + y 3 + z 3 + xyz — 6 = 0 en el punto (4,2, —1). 

3417. 3x*—4p 3 z-4-4z 2 xp— 4z 3 x-(-1 — 0 en el punto (1, 1, 1). 

3418. (z 2 — x 2 ) xyz — p 5 = 5'-en el punto (1, 1, 2). 

3419. 4+Vx 2 + p*-l-z , =“X-f-l/ + z en el punto (2, 3, G). 

3420. Mostrar que la ecuación del plano tangente al elipsoide 

= l en cualquier punto suyo 3/ 0 (x 0 , üo, z<i) tiene la 
siguiente forma: 

• xpz y 0 y . zpi _ . 

■ , o* + h" + ■*’ 

3421. .Trazar el plano tangente al elipsoide x 2 2p 2 z 2 = 1, 

de tal modo que sea paralelo al plano x — y + 2z = 0. 
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3422. Trazar el plano tangente al. elipsoide + ^ = 1 de 

tal modo que corte segmentos de igual longitud en los semiejes, 
positivos. 

3423. Mostrar que las superficies x + 2y — In z + 4 — 0 y 
x‘ — xy — 8 ® ■+• z + 5 = 0 son tangentes, esto es, tienen un plano 
común tangente, en'el punto (2, —3, 1). 

3424. Demostrar que todos los planos tangentes a la superficie 
z — xí (-J-) se cortan en un mismo punto. 

3425. Escribir las ecuaciones del plan o tangente y de la normal 

a la esfera r (u- eos v, u sen a,"Y a* — «*} en el punto r„ {z„, z 0 }., 

3426. Escribir las ecuaciones del plano tangente y de la normal 
al paraboloide hiperbólico r {a (u -+- t>), 6 (it — i>), uv }en un punto 
cualquiera {z„> y 0 , z 0 ). 

3427. Demostrar que las superficies *’ + P s H- 2* = az y £* + 
-f y* + z* «• by son ortogonales entre sí. 

3428. Mostrar que el plano tangente a la superficie xyz = a* 
en cualquier punto suyo forma un tetraedro.de volumen constante 
con los planos de coordenadas. Determinar este volumen. 

3429. Mostrar que los planos tangentes a la superficie x + 

Vy + V* — V& cortan, en los ejes de coordenadas, segmentos 

cuya suma es igual a a. 

3430. Escribir la ecuación del plano tangente perpendicular a 

la recta y ~^ 2 = para la superficie z =» xy. 

3431. Mostrar que la longitud del segmento de la normal entre 
la superficie x* + y* + z‘ = y y el plano xOy es igual a la distancia 
que media entre el origen de coordenadas y la proyección de la nor¬ 
mal en este plano. 

3432. Demostrar qu.e la normal a la superficie del elipsoide de 
revolución — ^ z - + ^ = 1 en cualquier punto suyo P (z, y, z) 
forma ángulos iguales con las rectas PA y PB, si A (0, —4, 0) 
y B (0. 4, 0)., 

3433. Demostrar que todas las normales a la superficie de revo¬ 
lución 

*-/(K3+7) 


cortan el eje de revolución. 

3434. Trazar un plano tangente a la superficie z*,— y" — 3z = 0 
de tal modo qué pase por el punto Á (0, 0, —1) y que sea paralelo 

a la recta -y = ~ = -j . 


18-0176 
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3435. En la superficie x* + y* + z 1 — 6y + 4z = 12 hallar 
los puntos en los cuales los planos tangentes sean parálelos a los 
planos coordenados. 

3436. Formar la ecuación del plano tangente a la superficie 
x = u + v, y u 2 + u*, z = u 3 -f- v 3 en un punto cualquiera. 
Exprosar los coeficientes de esta ecuación 

a) a través de los valores de los parámetros u 0 y v 0 , 

h) a través de las coordenadas x 0 , yo, z 0 del punto de tangencia. 

3437. Hallar ol lugar geométrico de las bases de las perpendicu¬ 
lares bajadas desde el origen de coordenadas a los planos tangentes 
al paraboloide de revolución 2 pz = x 2 + y 2 . 

3438. Hallar el lugar geométrico de las bases do las perpendicu¬ 
lares bajadas desde el origen de coordenadas a los planos tangentes 
a la Superficie xyz =■ a 2 . 


§ 4. Campo escalar. Gradiente. 
Derivada respecto a la dirección 

Gradiente 

3439. 1) i|> ( x, y) -= x 2 — 2xy + 3y — 1. Hallar las proyecciones 
del gradiente en el punto ( 1 , 2 ). 

2) u = 5 x 2 y — 3xy* + y *. Hallar las proyecciones del gradiente 
en un punto cualquiera. 

3440. 1) z = x* + y % . Hallar grad z en el punto (3, 2). 

2) j = /4 + i’ + y 2 . Hallar grada en el punto (2, 1). 

3) z = arctg j. Hallar grad x en el punto (x 0 , yo)- 

3441. 1) Hallar la pendiente más pronunciada que caracteriza 
la superficie ascendiente 2 = ln (x* + W) en el punto ( 6 , 4, ln 100). 

2) Hallar la pendiente más pronunciada de la superficie 2 = 
«= x v en el punto (2, 2, 4). r 

3442. ¿Cuál es la dirección de la mayor variación de la función 
9 ( x , y, z) — x sen z — y eos z en el origen de coordenadas? 

3443. 1) z = aresen . Hallar el ángulo entre los gradientes 
de esta función en los puntos (1, t).y ( 3. 4). 

2) Sean dadas las funciones z = V x 2 + y 2 y z = x — 3y + 
+ Y3xy. Hallar el ángulo entre los gradientes de estas funciones 
en el punto (3, 4). 

3444. 1) Hallar el punto en ol cual el gradiente de la fun¬ 
ción z=>ln (x+i) sea igual a I— -y-J. 
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2) Hallar los puntos en los cuales el módulo do] gradiente dé la 

-í 3 ■ , - „ 

función z = (x 1 + y z ) 5 sea igual a 2 . > 

3445. Demostrar las siguientes relaciones (<p y i|> son’funciones 

derivables, c es constante): • 

grad (qj-f-tp) =grad <p+gradi|>; grad (c + ip) = grad qi; 
grad (e<p) = c grad <p; grad ((piji) = tpgrad + grad íp; 
grad <<p") mp n '‘ grad <p; grad [<p (tj>)j -■= tp' (t|j) grad i|>. 

3446. z =’ip (u, o), u=ip (x, «/), v = C (i, y). Mostrar que 

grad z = grad u + grad u. 

3447. 1) u (x, y, z) = x^z, Hallar las proyecciones de grad u 
en el punto (x 0 , y a , z 0 ). 

2) u(x, y. z)=Vz* + y* + z Z ’ Hallar grad u. 

3448. Mostrar que la función u = ln (x* + y‘ + z J ) satisface 
la relación u = 2 ln 2 — ln (grad u)*. 

3449. Demostrar que si z, y, z son funciones de t, se tiene 

±f(x, y, z) = grad/.Íf, 
donde r = xi -f- yj + zk. 

3450. Aplicar la relación demostrada en el ejercicio anterior 
para hallar el gradiente de la función: 

1) /-=*•*;2) /-|r|;3) /= F(r*); 4)/= ( ar)(f>r)\ 5) J = (abr); 
donde a y b son vectores constantes. 


Derivada respecto a la dirección 

3451. 1) Hallar la derivada de la función z = x 3 — ‘ix‘y + 
+ 3zy® + 1 en el punto M (3, 1) en la dirección que va desde este 
punto hasta el punto (6. 5). 

2) Hallar la derivada de la función z = arctg xy en el punto 
(1, 1) en la dirección de la bisectriz del primer ángulo coordenado. 

3) Hallar la derivada de la función z = x t y ¡ — xy 3 — 3 y — 1 
en el punto (2, 1) en la dirección que va desde éste al origen de coor¬ 
denadas. 

4) Hallar la derivada de la función z = ln (e* e v ) en el origen 
de coordenadas en la dirección del rayo que forma el ángulo a con 
el eje do abscisas. 


16* 
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3452. Hallar la derivada do la función z = ln {x + y) en el pun¬ 
to (1, 2) perteneciente a la parábola y 1 = 4z en la dirección de ésta. 

3453. Hallar la derivada de la función z = arctg-|- en el punto 

i perteneciente a la circunferencia x ¡ + y 2 — 2x=¡0, en la 
dirección de ésta. 

3454. Demostrar que la derivada de la función z — ~ en cual¬ 
quier punto do la elipse 2x* 4- y 2 = 1 en la dirección de la normal 
hacia la elipse, es igual a cero. 

3455. 1) Hallar la derivada de la función u = xy 2 + z 3 — xyz 
en el punto M (1, 1, 2) en la dirección que forma ángulos de 60°, 
45 °, 60°, respectivamente, con los ejes de coordenadas. 

2) Hallar la derivada de la función w = xyz en el punto 
A (5, 1, 2) en la dirección que va desde este punto al punto 
B (9, 4, 14). 

3456. Hallar la derivada de la función u — en el punto 

A (1, —1, 3) en la dirección que va desde este punto al punto 
B ( 0 , 1 , 1 ). 

¿I yi 

3457. Demostrar que lo derivada de la función u *= --g -f- + 
+ £en cualquier punto M (x, y, z) en la dirección que va desdo 
éste al origen de coordenadas, bs igual 


——, donde r* 


«• Y x 2 +y 2 ■+■ Y- 

3458. Demostrar que la derivada de la función u — f (x , y, z) 
en la dirección de su gradiente es igual al módulo de éste. 

3459. Hallar la derivada de la función 

u = —, donde r* = x t + y 2 + z 1 


en la dirección de su gradiente. 


Capítulo XII 


Integrales múltiples 
e integración múltiple 


§ 1. Integrales dobles y triples 

3460. Una placa fina (se prescinde de su espesor) So halla on el 
plano xOy ocupando el dominio D. La densidad de ia placa es fun¬ 
ción del punto y = y (P) = y{x, y). Hallar la masa de la placa. 

3461. Por la misma placa (véase el ejercicio anterior) está distri¬ 
buida la carga eléctrica de densidad superficial a = o (P) = a (i, y). 
Formar la expresión para la carga global de la placa. 

3462. La misma placa (véase el ejercicio 3460) gira alrededor 
del eje Ox con la velocidad angular w. Formar la expresión para 
la energía cinética de la placa. 

3463. El calor específico do la placa (véase el ejercicio 3460) 
varia de acuerdo con la loy c = c (P) = c (x, y). Hallar la cantidad 
do calor que recibió la placa al ser calentada desde la temperatura 

hasta 2 : . 

3464. ¡El cuerpo ocupa un cierto dominio £2 en el espacio. Su 
densidad es función del punto y = y (P) = y (x, ij , z). Hallar 
la masa del cuerpo. 

3465. Por el mismo cuerpo (véase el ejercicio 3464) está distri¬ 
buida, de manera no homogénea, la carga eléctrica cuya densidad es 
función del punto ó *= ó (x, y, z). Hallar la carga global del cuerpo. 


Evaluar las integrales en los ejercicios 3466—3476. 

3466 1 í (*+P+10)do, donde D es el circulo x J -(-i/ ! ^ 4. 

3467. j j (x 2 -(-4y 2 -)-9)rfa, donde D es el círculo x z + y z ^ 4. 

3468. j j (x-t-p-f- i) da, donde D es el rectángulo 0 x 1, 

0<p<2. 
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3469. (x+xy— z 2 — y 2 ) da, donde D es el rectángulo 
0s^xs^1, D 0<iís$'2. 

3470. ^ j sy (x4-y)da, donde D es el cuadrado 0 ¡g: x ^ 2, 

D 

0 < y 2. 

3471. j ^ (x-t-l)“da, donde D es el cuadrado 0 ^ x < 2, 
0 <«/<2 . 

3472. Jj j (x*-f- y 2 —2 Y & -f y 2 +2) da, donde D es el cuadrado 
0<x<2, 0*Sy<2. 

3473. J j (x 2 +y 2 —4x —4¡/ + l0) da, donde D es el dominio 

acotado por la elipso x 2 + 4y 2 —2x—16 ¡/-í-13cí 0 (incluyendo la 
frontera). 

3474 . j lj ^ (x 2 +y z +^)du, donde Q es la esfera z 2 +y 2 + z 2 < 


<« 2 . 

3475 . j j j (x + y + z)*. donde Q es el cubo x>l, y>i, 
z > 1, x < 3, y ^ 3, 1^3. 

3476. j j j (x+y— * + l0)do. donde Q es la esfera x z +y* + 

§ 2. Integración múltiple 

Integral doble. Dominio rectangular 

En los ejorcicios 3477—3484 calcular las integrales dobles tomadas 
sobre los dominios rectangulares de integración D, dados por los da¬ 
tos indicados entre paréntesis. 

3477. j j xydxdy (0 < x< l, y < 2). 

3478. |¡ j ex+vdxdy (0 < x 1, 0 < y < i). 
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3479. 

y 



0<y <1) 

3480. 

ü 

dxiy 

(*+» + l ) 2 


0<y<l). 

3461. 

n 

y dxdy 

3 

(0 < X < 1, 

0<y<l) 


V 

(i+**+y») ? 



3482. 

y 

x sen (x + y) dx dy 

(0<x<n, 

0 < y < y ) 

3483. 

n 

D 

x 2 yc xv dx dy 

(0 < x ^ 1 

1, 0 < y < 2). 

3484. 

IJ 

x'-y eos (xy 2 ) dx dy 

0<y< 


D 


Integral doble. Cualquier dominio 
En los ejercicios 3485—3497 hallar los límites de la integral 
iterada de segundo orden J j / (x, y) dx dy siendo^dádos los domi¬ 
nios finitos de integración D. 

3485. Paralelogramo cuyos lados son 

x — 3, x = 5, 3x — 2y + 4 = 0, 3x — 2y + 1 = 0. 

3486. Triángulo cuyos lados son x = 0, y = 0, x + y = 2. 

3487. x* + y* < 4, x > 0, y > 0. 

3488. x -}- y < 1, x — y < 1, x > 0. 

3489. y > x*. y ^ 4 — x*. 

3490. <1, 3491. (x-2) 2 +(y-3)*$S 4. 

3492. £1 está limitado por las parábolas y = x* e y = )/x. 

3493. Triángulo cuyos Jados son y = x, y = 2x, x + y = 6. 

3494. Paralelogramo cuyos lados son y = x, y = x + 3, y = 
= —2x ■+■ 1, y = —2x + 5. 

3495. y — 2x < 0, 2y — x >. 0, xy <C 2. 

3496. y 2 < 8x, y < 2x, y < 4x - 24 < 0. 

3497. D está limitado por la hipérbola y* —x s = 1 y por la 
circunferencia x 2 +■ y 2 == 9 (se tiene en cuenta el dominio que con¬ 
tiene el origen de coordenadas). 

En los ejercicios 3498—3503 cambiar el orden de integración. 
i Vy .4 - VíZ3 

3498. f dy j f(x,y)dx. 3499. f dx f f(x,y)dy. 

o V -1 o 
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, " f 2 w yx= * 

0. j'dar ¿ f(x,y)dy. 3501. ^ dx j J (x, y)'dy. 


"* ~kvT=* 
2 8 -* 


3502. \ dx \ /(x, y)dy. 3503. J dx \ /(x, y)dy. 

1 i 0 2* 

3504. Cambiando el orden de integración escribir la expresión 
dada en forma de una integral iterada de segundo orden: 
i * 22-* 


1) j dx \ /(x, y)dy+ $ dx f /(x, y)dy- 

0 » 1 s-* 

i *• r • 

2) J dx j /(x, y)dy+ ] dx ] /(x, y)dy\ 


/(*. y)dy; 


¡ *»/• 2 i-i'«*-*•-a 

3) í dx f /(x, y)dy+ j dx j /(x, y)dy. 

0 0 10 

3505. Representar la integral doblo [ [ f (x, y) dx dy , donde 
D son los dominios indicados en las figs. 62, 63, 64, 65, en forma de 




Fig. 65 


§ 2. Integración múltiple 
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la suma de las intégrales iteradas de segundo orden (con el menor 
número posible de sumandos). Las figuras de las ilustraciones 64 
y 65 representan rectas y arcos de circunferencias. 

En los ejercicios 3506—3512 calcular las integrales dadas. 

a Vx 4 2x 2 lo V 

3506. 1) } dx j dy, 2) j dx j ^dy; 3) j dy f e z dx. 

0 0 2 x lio 

3507. j J x , y í dx dy, D es el círculo a^ + y 2 ^ R 2 . 

3508. j j (x 2 +y)dxdy, D es un dominio acotado por las pará¬ 
bolas y = x* e y l = x. 

3509. J j ^dxdy, D es un dominio acotado por las rectas 2, 

D 

y = x y la hipérbola xy = 1. 

3510. jj eos (x + y) dx dy, D es un dominio acotado por las 

D 

rectas x,= 0,_y = n e y = x. 

351f. ^ f Vi — x 2 — y 2 dxdy, D es la cuarta parte ¡del círculo 

D 

x 2 + y 2 ^ 1 que se halla en el primer cuadrante. 

3512. j ^ z*y 2 V1 — X 1 — y* dx dy, D es un dominio acotado por 

la linea x* + y’ — 1 y los ejes de coordenadas. 

3513. Hallar el valor medio de la función 2 = 12 — 2z — 3 y 
en el dominio acotado por las rectas 12 — 2x — 3y = 0, x = 0, 

y = 0 . 

3514. Hallar el valor medio de la función z = 2x + y en el 
triángulo limitado por los ejes de coordenadas y la recta x -f y = 3. 

3515. Hallar el valor medio de la función z = x + 6y en el 

triángulo limitado por las rectas y — x, y = 5x y x =■ 1. _ 

3516. Hallar el valor medio de la función z = Vi?* — a? — y 2 
en el círculo I a +• y* ^ fl*. 


Integral triple 


En los ejercicios 3517—3524 calcular las integrales. 

12 1 abe 

3517. ^ dx j dy j dz. 3518. j dx j dy j (ar+y + 2) dz. 

0 0 0 0 0 0 
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“ * K “ “ 

3519. ^ dx j dy \ xyzdz. 3520. j" dx | dy j x’y’zdz. 

- f *r*T¿m&* 

3522. [ f f ¿xdtj dz ^ es r^, dominio limitado por loa 

J J J (*+»+«+l)” 

Q 

planos i=0, y = 0, z = 0, x+y + 2 =l. 

3523. j j j xy dx dy dz, Q es un dominio limitado por el para¬ 
boloide'hiperbólico z = xy y los planos x-f-y =1 y 2 = 0 (s > 0). 

3524. ^ j j y eos (z + z) dxdydz, Q es un dominio limitado por 

el cilindro y-V* y los planos y = 0, z = 0 y x+ 2 =-=n/ 2 . 


§ 3. Integrales en los sistemas 
de coordenadas polares, 
cilindricas y esféricas 

integral doble 


Un los ejercicios 3525—3531 pasar a las coordenadas polares 
¡> y (p (x = p eos q>, y = p sen <p) en la integral doble / (x, y) dx dy 

y apuntar los límites de integración. 

3525. D es el círculo: 4) x* + y* < 7?»; 2) x® + y® < ox; 3) x® + 
-f- y* ^ by. 

3526. D es un dominio limitado por las circunferencias x’ + 
y® = 4x, x a ,+ y 1 = 8x y las rectas y = x, y = 2x. 

3527. D es el dominio que es la parte común de dos círculos 
x® + y*,^ ax, x® -t- y® < by. 

3528. D es un dominio limitado por las rectas 


y = x, y = 0 y x = 1. 

3529. D es el menor de los segmentos en que es cortado el círcu¬ 
lo x® + y®^4 por la recta x + y = 2. 

3530. D es la parte interior del lazo derecho de la lemniscata 
de Bernoulli (x® + y®)® = a® (x® — y®). 




3. Coordenadas polares.-cilindricas y esféricas 


251 


3531. D es un dominio definido por las desigualdades x >• 0, 
!/ > 0, <2° + y ! ) 3 <4a 3 :rV. 

En los ejercicios 353?—3535 transformar las integrales dobles 
a las coordenadas polares. 

, R Y ñ 2 -'z® ÍB /SHu-v» 

3532. | da: j f (x, y)dy. 3533. jj dp | f(x,y)dx. 


b r r*'-x* 


3534. \ dx 


f^+y^dy. 


'^dx*? 


3535 ' S j * 1 '(tK 


En los ejercicios 3536—3540 calcular las integrales dobles pasan¬ 
do a las coordenadas polares. 
r Vñp*T 

3536. j da: \ ln (1 +x* + y'-)dy. 

3537. ^ j |/" |~^~ - ^ da:;dy, donde el dominio D viene doter- 

J} 

minado por las desigualdades a?+p 2 <; 1, x ^ 0, p5* 0. 

3538. j j (h —2x —3 y)dxdy, donde O es el circulo a^+p*< 
*S R*. 

3539. j ( VK l — x L —y t dx dy, donde D es el círculo a? + p 2 < 


3540. ^ j arctg-jdxdp, donde D es una parte del círculo 

D 

**+y 2 > 1, a^+p 2 ^?, V>^=, y<i/3. 


3541. Partiendo de razonamientos geométricos mostrar que si 
las coordenadas cartesianas se transforman de acuerdo con las fór¬ 
mulas x = ap eos <p, y = bp sen <p (a y 6 son constantes), el ele- 
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mentó de área será el siguiente: 


da = abp dp d<p. 

En los ejercicios 3542—3544 transformar las integrales dobles 
aplicando el resultado del ejercicio anterior y seleccionando a y b 
de manera conveniente. 

3542. j j f(x, y)dxdy , donde el dominio D está limitado por 

D 

la elipse = 

3543. | j" / (x, y)dxdy, donde el dominio D está limitado por 

. D 

la línea (z*-f-§.)* = afy. 

3544. í í / [V' 4—-jj—- jy-) dxdy, donde D es una parto del 

D 

anillo elíptico limitada por las elipses+ 1, 1 

y situada en el primer cuadrante. 

3545. Calcular la integral j ^ xydxdy, donde D es un domi- 

o 

nio limitado por la elipse= 1 y situado en el primer 
cuadrante. 

3546. Calcular la integral ( j Y xydxdy, donde D es un do¬ 


minio limitado por la línea = 

primer cuadrante. 

Integral triple 


xv 


7s y 


situado en el 


En los ejercicios 3547 — 3551 pasar a las coordenadas cilíndri 
casp, <p, z(z=--pcos(p, y = p sen <p, z = z) o a las coordenadas esfé¬ 
ricas p, 6, tp(z = pcos<psen6, y = psen<psen0, z = pcos6) en la in¬ 
tegral triple { j f(x, y, i)dxdydz e indica;; los límites de inte¬ 
gración. 



3. Coordenadas polares..cilindricas y esféricas 


3547. ,Qes un dominio que se halla situado eñ el primer oc¬ 
iante y limitado por el cilindro x* + y 2 = R 2 y los planos 3 = 0, 
3—1, y = x, y = 1^3. 

3548. £2 es un dominio limitado por el cilindro x 2 -)-y 5 = 2x, el 
plano 3 = 0 y el paraboloide z = x 2 +y 2 . 

3549. £2 es una parte de la esfera x 1 +y 2 +z 2 ^fí 2 situada en 
el primer octante. 

3550. £2 es una parte-de la esfera situada den¬ 

tro del cilindro (x 2 4-y ! ) 2 = /P (x 2 —y 2 ) (x>0). 

3551. £2 es la parte común de dos esferas 

x* + y 1 + z 3 «S fc* y i* + y* + fl) 1 H». 

En los ejercicios 3552—3558 calcular las integrales pasando a las 
coordenadas cilindricas o a las esféricas. 


1 v l-x» o 

3552. \ dx j dy j dz. 

o - i'TH? o 

2 V¿x-X¡ o 

3553. j dx j dy \ z y*+ydz. 

0 0 0 

n Yltt Y#^? 

3554. ¡ dx \ dy j (x*+f)dz 

-» .Y1T? 0 


V 


3555. I dx | dy \ VZ+f + z'dz. 

3556. j j ^ (x 2 +y 1 )dxdyd 2 , donde el dominio Q viene deter- 

o 

minado por las desigualdades 3>0, r*^a*+jí*+3 2 ^/? 2 . 


Y x*+«'-+(*— 2) 2 


, donde Si es la esfera x 2 -|-y 2 -(- 


+ 3 2 <1. 


3558. f í f dzdydt donde £2 es el cilindro á^+y 2 ^ 

J ¿J Y x 2 -t-» 2 +(«—2) 1 

<1, -1<I<1. 
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§ 4. Aplicaciones de integrales 
dobles y triples 

Volumen del cuerpo. 1 

En los ejercicios 3559—35% hallar los volúmenes de los cuerpos 
limitadas por las suporficies que se indican, aplicando la integración 
doble (los parámetros que se indican en los ejercicios se consideran 
positivos). 

3559. Por los planos de coordenadas, los planos x = 4 e y = 4 
y el paraboloide de revolución z = x* + y® -f 1. 

3560. Por los planos de coordenadas, los planos x = a, y = b, 

y ol paraboloide elíptico z = . 

3561. Por el plano — + -r + — = 1 y los planos coordenados 

a o e 

(pirámide). 

3562. Por los planos y = 0, z = 0, 3x -f y = 6, 3x + 2y = 12 
yz+y + s= 6. 

3563. Por el paraboloide de revolución z = x* + y®, los planos 
coordenados y el plano x + y = 1". 

3564. Por el paraboloide de revolución z — x* + y® y los planos 
z = 0, y = 1, y = 2x, y = 6 — x. 

3565. Por los cilindros y = Yx, y = 2 V"x, y los planos z = 0, 
x + z = 6. 

3566. Por los planos coordenados, el plano 2x -f- 3y — 12 = 0 
y el cilindro z = y®/2. 

3567. Por el cilindro z = 9 — y®, los planos coordenados y el 
plano 3x + 4y = 12 (y > 0). 

3568. Por el cilindro z = 4 — x®, los planos coordenados y el 
plano 2x + y = 4 (x >- 0). 

3569* Por el cilindro 2y® = x, los planos ^ + \ +-j = 1 S*” 
= 0. 

3570. Por el cilindro circular de radio r cuyo eje es el de orde¬ 
nadas, por los planos coordenados y por el plano y + ~ = 1- 

_2 

3571. Por el cilindro elíptico -i- y* = 1, los planos z = 
= 12 — 3x —: 4y y z = 1„ 

3572. Por los cilindros x® 4- y® = K* y x® + z 5 = fl®. 

3573. Por los cilindros z = 4 — y®, y = ^ y el plano z =■ 0. 

3574. Por los cilindros x® 4- y* = fl®, z = y el plano z = 0 

(* > 0). 
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3575. Por el paraboloide- hiperbólico z = s® — y* y los planos 
z = 0, x = 3, i'f 

3576; Por el paraboloide hiperbólico z = xy, el cilindro y = ~\Tx 
y los planos z+y = 2 ,}= 0 yj = 0 . 

3577. Por el paraboloide z = x % + y s , el cilindro y = x‘ y los 
planos j =■ i y z = 0 . 

3578. Por el cilindro elíptico ■^■+•^• = 1 y los planos y = 
= 7 *. y = 0 y z = 0 (i^O). 

3579. Por el paraboloide z= ° 2 ~ 4y - y el plano z = 0. 

3580. Por los cilindros y = e x , 2 = e~ x , s = e® — y* y el plano 
z = 0. 

3581. Por los cilindros y =* ln 2 , y = ln* x y los ¡planos z = 0 
e y + z -=> 1 . 

3582*. Por los cilindros z = ln x y z = ln y y los planos z = 0 
yi+j = 2 «(z>l). 

3583. Por los cilindros y -» i + sen 2 , y = x — sen 2 y z = 

== (cilindro parabólico cuyas generatrices son paralelas a la 

recta x — y = 0, z = 0) y el plano z = 0j(0 < x < n, y !> 0). 

3584. Por la superficie cónica z* = xy (véase la fig. 66 ), el 
cilindro Vx + Vü = 1 y el plano z = 0 . 


" 3585. Por la superficie cónica 4y 3 = x (2 — z) (cono parabólico, 
véase la fig. 67) y las planos ! = O y i + ¡ = 2. 

3586. Por la superficie z — eos x-eos y y los planos 2 = 0, 
y = 0, j = 0 yi+y = n/2. 
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3587. Por el cilindro z 3 4- y 3 = 4, los planos z *» 0 y z — 
= z + y + 10 . 

3588. Por el cilindro z 3 + y 3 = 2z, los planos 2z — z = 0 
y 4z — z — 0. 

3589. Por el cilindro z 3 + y 3 = fl 3 , el paraboloide Rz = 2i ? 3 -+- 
+ z 3 + y 3 y el plano z = 0 . 

3590. Por el cilindro z 3 + y 3 = 2az, el paraboloide z = — 
y el plano z = 0 . 

3591. Por la esfera z s + y* + z s = a* y el cilindro x 3 + y 3 = 
= az. (Problema de Viviani). 

3592. Por el paraboloide hiperbólico z => ^, el cilindro x 3 + 
-+ y 3 = az y el plano z = 0 (z 0 , y >• 0 ). 

3593. Por los cilindros x 3 y 3 = z y z 3 + y 3 = 2z, el para¬ 
boloide z = x 3 + y 3 y los planos x + y = 0 , z — y =.0 yz= 0 . 

3594. Por los cilindros z 3 + y 3 = 2z, x 3 -f y* = 2y y por los 
planos z=x 4 - 2 yyz = 0 . 

3595. Por 1a superficie cónica z 3 = xy y el cilindro (z 3 + y 3 ) 3 — 
= 2 zy (z > 0 , y > 0 , z > 0 ). 

3596. Por el helicoide («escalera de caracol») z — A arctg 

el cilindro z 3 + y 3 = fl 3 y los planos z = 0 , z = 0 (z 0 , y ;> 0 ). 

Area de la figura plana 

En los ejercicios 3597—3608 hallar las áreas de los dominios 
que se indican efectuando la integración doble. 

3597. Del dominio limitado por las rectas z = 0, y 0, x + 
+ y = 1 . 

3598. Del dominio limitado por las rectas y = z, y = 5z, z •= 1. 

3599. Del dominio limitado por la elipse 

3600. Del dominio comprendido entre la parábola y 3 = —zy 

la recta y = -^-z. j 

|3601. Del dominio limitado por las parábolas y = ]/z, y •= 
= 2 Vz.'y la recta z = 4. , 

3602*. Del dominio limitado por la línea (z 3 ' + y 3 ) 3 = 2az 9 . 

3603. Del dominio limitado por la línea (z* + y 3 ) 8 «= z 4 + y 4 . 

3604. Del dominio limitado por la línea (z* ■+■ y 3 ) 3 = 2a 3 (z 3 — 

— y 3 ) (lemniscata de Bemoulli)'. • 

3605. Del dominio limitado por la línea z 3 + y 3 = 2zy situada 
en el primer cuadrante (lazo). 
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3606. Del dominio limitado por la linea (x + y )* = xy situada 
en el primer cuadrante (lazo). 

3607. Del dominio limitado por la línea (x + p) 6 = x 4 p* situada 
en>‘el primer cuadrante (lazo). 

3608*. Del dominio limitado por la línea 

.. / i* . y* 1 xv . «. / * 4 , v 2 \ 2 * 2 +P 3 

4) (-óT+tt) —sr; 2) [ — + t) =—25-— 

Volumen del cuerpo. II 

En los ejercicios 3609—3625 calcular los volúmenes de los_ cuerpos 
limitados por las superficies dadas efectuando la integración triple 
(los parámetros que se indican en los ejercicios se consideran positivos). 

3609. Por los cilindros z = 4 — p 4 y z = p 4 + 2 y por los 
planos x = —1 y i = 2. 

3610. Por los paraboloides z = x s -f p 4 y i = ** -f 2p 2 y los 
planos y => x, y = 2x y x — 1. 

3611. Por los paraboloides z = x 4 + p 4 y z «= 2x 4 + 2p 4 , el 
cilindro p = X a y el plano p = x. 

3612. Por los cilindros z *=> ln (x + 2) y z = ln (6 — x) y los 
planos x => 0, x + p = 2 y x — p = 2. 

3613*. Por el paraboloide (x — l) 4 + p 4 =zyelplano2x-|-z—2. 

36,14*. Por el paraboloide z = x 1 + p* y el plano z = x -f p. 

3615*. Por la esfera x 4 + p* + z* = 4 y el paraboloide x 4 + 
+ p* - 3z. 

i 3616. Por la esfera x 4 + p* + z 4 = fí* y el paraboloide x ! + 
■fcV = «(/?- 2z) (z> 0). , 

> 3617. Por el paraboloide z = x 4 + Ir y el cono z 4 =■ xp. 

3618. Por la esfera x 4 + p 4 + z 4 = 4 Rz — 3i? 4 y el cono z 4 = 
~ 4 (x 4 + p 4 ) (se tiene en cuenta la parte de la esfera situada dentro 
del cono). 

3619*. (x*-f- p 4 + z 4 ) 4 = a?x. 3620. (x 4 +p 4 + z 4 ) 2 -=oxpz. 

3621. (x 4 + p*+**)?■=»oV. 3622. (z , + P , +t ! ) ! =-^r^ 
■' n 3623. (x 4 + p 4 + z 4 ) 3 = a 4 (x 4 + p 4 ) 4 .- 

3624. (x 4 + p 4 ) 4 + z* - a 3 z. 

3625. x 4 + p 4 + z 4 =» 1. x 4 + p 4 + z 4 = 16, z 4 = x* + P*. 1 = 
= 0, p ■=■ 0, z = 0 (x >. 0, p >-0, z >0). 


Area dé la ¡superficie 

3626. Calcular la parte del plano 6x + 3p 4- 2z = 12 que está 
situada en el primer.octaute. 

3627. Calcular.el.área de la parte de la superficie z 4 = 2xp la 
cual se halla por encima del rectángulo-situado en el plano z = 0 
y limitado por las feetas x = 0, p = r 6,> x, = 3, p = 6. 


17-0176 
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3628. Hallar el área de la parte del cono z- — x a + y a situada 
por encima del plano Oxy y recortada por el plano z = 1^2 (-j + i ) ^ 

En los ejercicios 3629—3639 hallar las áreas de las partes indir 
cadas de las superficies dadas. 

3629. De la parte z 1 = x * + y 2 recortada por el cilindro z a = 2 py. 

3630. De-la parte y 1 + z a = X a situada-dentro del cilindro X a + 
+ y a = « a . 

3631. De la parte y* z a = x* recortada por el cilindro x a — 
— j/ a = a* y los planos y = b, y = —b. 

3632. De la parte z a = 4x recortada por el cilindro y a = 4x 
y el plano x = 1. 

: 3633. De la parte z = xy recortada por el cilindro 2 a + y 1 — /I a . 
' 3634. De la parte 2z = x a y* recortada por el cilindro x a -f 

+ y» =. 1. 

3635. De la parte x* + y a + z l = a* recortada por el cilindro 
x a -f y» = /I a (/? < a). 

3636. De la parte x a + y a + z a = fl a recortada por el cilindro 

x* + y a = flx. \ 

3637. De la parte x* + y a + z a = /?* recortada por la superficie 
(x a + y a )‘ = fi a (x a - y*). 

3638. De la parte z = recortada por las superficies 

+ j*. « 1, x a + y* = 4 que está situada en el primer ociante. 

3639. De la parte (x eos a +• y sen a ) 5 + z a = a 3 situada en el 
primer octante (a < n/2). 

3640*. Calcular el área de la superficio terrestre (considerándola 
esférica y siendo su radio R »64Q0 km) comprendida entre los 
meridianos q> = 30°, if = 60° y los paralelos 0 = 45° y 0 =* 60°. 

3641. Calcular el área total de la superficie del cuerpo limitado 

por lá esfera x a + y 3 ■+■ z* =' 3o a y el paraboloide X a + y a = 2az 
(z>0 ). • „ t ‘ 

3642. Los ejes de dos cilindros ¡guales, de radio R, se cortan 
formando ~el' ángulo re'cto. Hallar el área de la parte de la superficie 
de uno de los dos cilindros, da cual se halla dentro del otro cilindro. 


Momentos y centro de gravedad 

En los ejercicios 3643—3646 hallar los momentos estáticos de 
las figuras planas homogéneas aplicando la integración doble (la 
densidad y = 1). 

3643. Del rectángulo de lados a y- b, respecto al lado a. 

3644. Del semicírculo respectó al diámetro. 

3645. Del ■ círculo respecto a una tangente. 

3646. Del hexágono regular respecto a su'lado. 
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3647. Demostrar que el momento estático del triángulo do base 
a, respecto a esta base depende sólo, de la altura del ¡mismo. 


En los ejercicios 3648—3652 hallar los centros de gravedad de 
las figuras planas homogéneas efectuando la integración doble. 

3648. De'la figura limitada por la mitad superior de la elipse 
la cual se apoya en el eje mayor. 

3649. De la figura lin\itada por la sinusoide y — sen x, ¡el ¡eje 
Ox y la recta x ■» n/4. 

3650. Del sector circular correspondiente al ángulo central a 
(el radio del círculo es igual a R). 

3651. Del segmento circular correspondiente al ángulo central 
a (el radio del círculo es igual a R). 

3652. De la figura limitada por la línea, cerrada u 1 = x* — x l 

(*> 0 ). 

En los ejercicios 3653—3659 hallar los momentos de inercia de 
las figuras planas homogéneas (la densidad y = 1). 

3653. Del cífculó de radio R, con respecto a su tangente. 

3654. Del cuadrado, de lado a, con respecto a su vértice. 

3655. De la elipse con respecto a su centro. 

3656. Del rectángulo, de lados a y b, con respecto al punto dé 
intersección de las diagonales. 

3657. Del triángulo isósceles, de base a y la altura h, con respecto 
a su vértice. 

3658. Del círculo de radio R con respecto al punto situado sobre 
su circunferencia. 

3659. Del segmento de la parábola cuya cnerda es perpendicular 
al eje, con respecto al vértice de la parábola (la longitud de la cuerda 
es igual a a, la flecha, h). 

3660. Demostrar que el momento de inercia del anillo circular, 

con respecto al centro, es dos veces mayor que el momento de inercia 
con respecto a cualquier eje que pasa por el centro del anillo y se 
halla situado en su plano. 11 

' ■ 3661. Demostrar que la suma de los momentos de inercia de la 
figura plana F? con respecto a cualquier par de ejes perpendiculares 
•entre sí, que se hallan situados en el mismo plano que la figura y qué 
pasan por un punto inmóvil O, es una magnitud constante. 

3662*. Demostrar que el momento de inercia de la figura plana, 
coM.respecto^arumeje es igual a Md 1 + 7 C , donde M es la masa dis¬ 
tribuida por la .Superficie, d es la distancia que media entre el ejé 
y el centro de gravedad de la figura, I c es el momento de inercia con 
respecto al eje que es paralelo, al eje dado y que pasa por el centro 
de gravedad de la figura (teorema de Steiner). 


17* 
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En los ejercicios 3663—3665 hallar los momentos estáticos de 
los cuerpos homogéneos (la densidad 7 = í). 

3663. Del paralelepípedo recto, de aristas a, b y c, con respecto 
a sus caras. 

3664. Del cono circular recto (el radio de la base es fí, la altu¬ 
ra H), con respecto al plano que pasa por el vértice siendo parálelo 
a la base. 

3665. Del cuerpo limitado por el elipsoide1 y 
el plano Oxy con respecto a este mismo. 


En los ejercicios 3666—3672 hallar los centros de gravedad de los 
cuerpos homogéneos limitados por los planos dados. 

3666. Por los planos x = 0, y = 0, 1 = 0, x =■ 2, y = 4 y 
x + y + z = 8 (paralelepípedo truncado). 

3667. Por el elipsoide ^ -f ^ = 1 y los planos coordena¬ 
dos (se tiene en cuenta el cuerpo situado en el primer octante). 



y 2a: + 3 y — 12 = 0. , _ 

3669. Por los cilindros y «= Vx, y *= 2 Yx y los planos s = 0 
y x -(- z = 6. 

3670. Por el paraboloide s =» — j -— y la esfera x* ■+• y* + 
+ z® = 3 a* <z> 0). 

3 671. Po r la esfera x % 4- y®, + z* = fl® y el cono 2 tg a = 
= VX* + y 4 (sector esférico). 

" 3672. (x‘ + y® + r=)* = ah. 


En los ejercicios 3673—3674 hallar los centros de gravedad dé-las 
superficies homogéneas. 

3673. Do la parte de .la esfera situada en el primer petante. 

3674. JDe la parte del paraboloide x* + y® = 22 recortada por 
el plano z = 1. 


En los ejercicios 3675— 3680 hallar los momentosede inercia de 
los cuerpos homogéneos cuya masa es igual a M. 

3675. Del paralelepípedo recto, de aristas o, b, y c, con res¬ 
pecto a cada una de las mismas y: con respecto al centro de gra¬ 
vedad. 

3676. De la esfera con respecto a una tangente recta. 
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3677. Del elipsoide -f -fj- + ^ = 1 con respecto a ceda uno 
de sus tres ejes. 

3678. Del cilindro circular recto (el radio do la base es R, la 
altura, H), con respectó al diámetro de la base y con respecto al 
diámetro de su sección media. 

3679. De la esfera vacía cuyo radio exterior es igual a R y el 
interior, r, con respecto al diámetro. 

3680. Del paraboloide de revolución (de radio de la base R 
y de altura H), con respecto al eje que pasa por su centro de gra¬ 
vedad y-es perpendicular al eje de revolución (momento ecuatorial). 


É'n los. ejercicios 3681—3683 calcular los momentos de inercia 
de las partes indicadas de las superficies homogéneas (la masa de 
cada parte es igual a M). 

3681. De la superficie lateral dol- cilindro (de radio de la basé 
R y la altura H), con respecto al eje quo pasa por su centro de grave¬ 
dad y es, perpendicular al eje del cilindro. 

3682. De la parte del paraboloide x* + ¡/* = 2cz recortada por 
el plano z = c, con respecto ál eje Oz. 

3683. De la superficie lateral del cono truncado (los radios de 
la base son ¡guales a R y r, la altura //), con respecto a su eje. 


Diversos problemas 

368£. Hallar la masa de una lámina cuadrada, de lado 2a, si 
la densidad del material de la misma es proporcional al cuadrado 
de distancia a partir del punto de intersección de las diagonales 
y en las esquinas del cuadrado es igual a 1. 

3685. Un anillo plano está limitado por dos circunferencias 
concéntricas cuyos radio son de R y r (i? > r). Tomando en con¬ 
sideración que la densidad del material es inversamente proporcional 
a la distancia desde el centro de las circunferencias, hallar la masa 
del anillo. La densidad sobre la circunferencia del círculo interior 
es igual a 1. 

3686. Una figura, limitada por una elipse de semiejes ay b, 
lleva distribuida sobre sí. una masa de tal modo que su densidad 
es proporcional a la distancia desde el eje mayor, siendo igual aya 
la unidad de distancia del mismo eje. Hallar toda la masa. 

3687. El cuerpo está limitado por dos superficies esféricas con¬ 
céntricas cuyos radios son iguales a r y R (R > r). Teniendo en 
cuenta que la densidad del material es inversamente proporcional a la 
distancia desde el centro de las esferas y que a la distancia igual 
a la unidad, la densidad es igual a y,challar toda la masa del cuerpo. 
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3688. Calcular la masa del cuerpo limitado por un cilindro cir¬ 
cular recto de radio R y de altura H si su densidad en cualquier 
punto es numéricamente igual al cuadrado de distancia que media 
entre este mismo punto y el centro de la base del cilindro. 

3689*. Calcular la masa , del cuerpo limitado por un cono cir¬ 
cular cuya altura es igual a h y el ángulo formado entre el eje y la 
generatriz es igual a a. Se debe tener en cuenta que la densidad es 
proporcional al n-ésimo grado de distancia desde el plano trazado 
por el vértice del cono paralelamente a la base siendo igual a y, 
a la distancia igual a la unidad (n > 0). 

3690. Hallar la masa de la esfera de radio R teniendo en cuenta 
que la densidad es proporcional al cubo de distancia desde el centro 
e igual a y, a la distancia igual a la unidad. 

3691. Hallar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide 
** + y 1 = 2az y la esfera x 3 + y* + z* = 3a* (z > 0), si la densidad 
en cada punto es igual a la suma de los cuadrados de coorde¬ 
nadas. 

3692*. La densidad de la esfera z* -f + z* 2 Rz en cual¬ 
quier punto suyo numéricamente es igual al cuadrado de distancia 
que media entre este punto y el origen de coordenadas. Hallar las 
coordenadas del centro de gravedad de la esfera. 

3693*. Hallar el momento estático de la parte común de las 
esferas z* + S* + z* < ñ* y i 1 + f* + < 2 Rz respecto al plano 

Oxy. La densidad en cualquier punto del cuerpo numéricamente es 
igual a la distancia que media entre este punto y el plano 
xOy. 

3694*. Demostrar que el momento de inercia de un cuerpo con 
respecto a cualquier eje es igual a McR -f / c , donde M es la masa 
del cuerpo, d, la distancia desde el eje hasta el centro de gravedad 
del cuepro, e I c es el momento do inercia con respecto al eje que es 
paralelo al eje dado y que pasa por el centro de gravedad del cuerpo 
(teorema de Steiner; compárese con el ejercicio 3662). 


Resolver los problemas de los ejercicios 3695—3698 basándose 
en la ley de gravitación universal de Newton (véase la indicación 
ante el ejercicio 2670). 

3695. Sea dada una esfera homogénea de radio R y de densidad y. 
Calcular la fuerza con la cual atrae él punto material de la masa m 
que se encuentra a la distancia igual a a (a > R) de su centro. Mos¬ 
trar que la fuerza de interacción es tal cual si toda la masa de la esfe¬ 
ra estuviese concentrada en su centro. 

3696*. Demostrar que la fuerza de interacción newtoniana entre 
dos esferas homogéneas es tal cual si las masas de las esferas estu¬ 
viesen concentradas en sus centros. 
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3697. Sea dada la esfera maciza heterogénea x 1 + y 2 + z 8 < R 2 
cuya densidad varia de acuerdo con la ley y = >.zv Calcular la fuerza 
con la cual atrae él punto!material da masa m, si éste se halla en el 
eje z, a la distancia igual a 2R del centro de la esfera. 

3698. Sea dado un cuerpo homogéneo limitado-por dos esferas 
concéntricas (capa esférica). Demostrar que la atracción que ejerce 
esta capa sobre un punto situado dentro de la cavidad del cuerpo, 
es igual a cero. 


Se llama el centro de presión al punto de aplicación de la resul¬ 
tante de todas las fuerzas de presión sobre la figura plana dada 
(todas las fuerzas de presión son perpendiculares al plano de la fi¬ 
gura). Determinando las coordenadas del centro de presión'se parte 
del concepto de que el momento estático de la resultante (es decir, 
de la presión sobre toda la superficie) respecto a cualquier eje es 
igual a la suma de los momentos estáticos de cada fuerza por sepa¬ 
rado respecto al mismo eje. Partiendo de todo lo sobredicho resolver 
los problemas de los ejercicios 3699—3701. 

3699. Hallar el centro de presión del rectángulo de lados ay b 
(a t> b) cuyo lado mayor se halla situado a lo largo de la superficie 
libre del líquido, y el plano del rectángulo es perpendicular a esta 
superficie. 

Mostrar quo la posición del'centro de presión, respecto al rectán¬ 
gulo, no sufrirá ningún cambio si el plano del rectángulo está incli¬ 
nado hacia la superficie del líquido formando el ángulo a (o ^=0). 
¿Cómo cambiarían los resultados anteriores si el lado mayor u estu¬ 
viese situado no en la superficie del líquido sino a la profundidad h 
(siguiendo paralelo a la superficie)? 

3700. Un triángulo de altura h se halla situado en el plano incli¬ 
nado hacia la superficie libre del líquido formando el ángulo a. 
¿A qué profundidad se halla el centro de presión de este triángulo si: 

a) la base del triángulo está en- la superficie del líquido; 

b) el vértice está en la superficie y la base os paralela a ésta? 

3701. Hallar el centro de presión de la figura limitada por una 
elipse de semiejes a y ó (a > b), si el eje mayor es perpendicular a la 
superficie del líquido y el extremo superior del mismo eje se encuentra 
a la distancia k de la superficie; 

3702*. Demostrar que la presión del líquido sobre una superficie 
plana sumergida libremente al agua es igual al peso de la columna 
cilindrica de este líquido situado encima de la superficie si ésta 
está situada horizontalmente a la profundidad de su centro de gra¬ 
vedad. 
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§ 5. Integrales impropias 
Integrales dependientes del 
parámetro ' 

Integrales impropias dobles y triples 

En los ejercicios 3703—3711 calcular las integrales impropias 
o probar su divergencia. 


™- 5 5 hStf- 

dxdy 


dx iy 




-oo — OO 
oo oo 

3705. { J 


O 

oo oo 


( *2 + y2 + a *)2 • 


3704. j j 

— —<*+«*+*)* 

OO 00 • 

3706. j [ «-1*1-1 vi dxdy. 


—OO -oo 
00 oo 


3707. 


(x+y) e~'- x +'h dxdy. 

OO 

3709*. J j e -tx»+2*v «*«+»*) ¿y. 


3708. 


o 

OO oo 


xye~ x> -v* dxdy. 


o o 

OO OO J OO OO 

3710*. J dx j e-*dy. 3711*. ( dx j xe~y^-dx. 

0 x 0 0 

En los ejercicios 3712—3715 esclarecer cuáles de las integrales 
impropias tomadas a lo largo del círculo de radio R con el centro 
en el origen de coordenadas, son convergentes. 

3712. jJlnV'3+7<**<&- 3713. j J ‘^^dxdy. 

3716. ¿Podría ser seleccionado el número m de tal modo que 
la integral impropia j j-^======- extendida por todo el plano 

sea convergente/’ 

En los ejercicios 3717 — 3719 calcular las integrales impropias. 


3717. 


m 


dxdy di 


V(l + í+y + i) 7 


37,s - Í \ 1 (T+^ffer 9 ’ 




§ 5. Integrales Impropias 


265 


3719*. j j j e-*'-'‘ , -*dzdyd 2 . 


En loa ejercicios 3720—3722 esclarecer si son convergentes las 
integrales impropias tomadas sobre la esfera £2 de radio R con el 
centro en el origen de coordenadas. 


3720. 


MI 


di dy ii 


V '(* 2 + !/ 2 -t-i 2 ) 3 ln V* 


3721. jjj 

Q 


ln /iz+y 2 ^-; 2 


dx dy dz. 


3722. 

3723. Calcular la integral ^ j j ln (z* 4- y* + z 1 ) dx dy dz, 

donde el dominio £2 es una esfera de radio R con el centro en el ori¬ 
gen de coordenadas. 

3724*. Calcular el volumen del sólido limitado por la superficie 
z es (a; 2 -f y*) «-(*■+»*) y el plano z = 0. 

3725. Calcular el volumen del sólido limitado por la superficie 
z •» x a y , e~< x ‘ + **> y el plano z = 0. 

3726. Calcular el volumen del sólido limitado por el plano z = 0 
y por una parte de la superficie z => »-<*'+»'> situada por encima 
de este plano. 

3727. Sea dado un sólido homogéneo limitado por un cilindro 
circular recto (cuyo radio de base es R, la altura, H, y la densidad, y). 
Hallar la fuerza que obra sobre el punto de masa m situado en el 
centro de la base del cilindro. 

3728. Sea dado un sólido homogéneo limitado por un cono 
circular recto (cuyo radio de base es R, la altura, B, y la densidad, y). 
Calcular la fuerza con que este sólido atrae el punto de masa ni 
situado en el vértice del cono. 

3729. Sea dada una esfera maciza heterogénea de radio R cuya 
densidad y y la distancia desde el centro r están unidas por la rela¬ 
ción y = a — br (a > 0, 6 > 0). 

a) Hallar las. constantes a y ó si es sabido que la densidad media 
de la esfera es y m , y la densidad sobre la superficie de la esfera es y 0 . 

b) Calcular la fuerza de atracción ejercida por la esfera sobre 
el punto de masa m situado sobre la superficie de la esfera. 
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Integrales dependientes del parámetro. 

Regla de Leibnis 

3730. Hallar el ¡dominio de definición de la función /(*) = 

t 

-[ * 

J /x a +» a * 

2 n 

3731. Hallar la curvatura de la línea y-= da en el punto 

31 

cuya abscisa es í~l. 

b 

3732. Valiéndose de la igualdad j ^ ‘ a ~l |l (l + ab), obte- 

o 

ner la siguiente fórmula derivando respecto al parámetro: 

5 (lito* = -^ lD(1+ab) -~ iT ^i • 

0 

b 

37*33. Partiendo de la igualdad \ 7 arct ^7 Acular 

o L 

b 

la integral j (x , **»»)* '' 

oo 

3734. Partiendo de la igualdad \ = -g^ calcular la integ- 

o 

oo 

ral i (xi+ai)-' ( n 83 un 0Dter ° P osItivo )' 

0 

oo 

3735. Calcular el valor de la integral e~ ax x n ~'dx (n es un 

OO 

entero positivo) para a>0, después do haber hallado j e* 0 * dx. 
3736*. Partiendo de la igualdad (véase el ejercicio 2318) 

R ' !» 

T T 

]' a a eos* x+¡> a sen* x = T¡7b~\ hallar j 6 a son a i) a ‘ 

En los ejercicios 3737— 3749 calcular las integrales derivando 
respecto al parámetro. 
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3737 


co oo 

. j ±=g£dx («> -•!).- 3738. j (a->—1). 


3739 - S ¡tS*- 374 °-! <*<*>• 

o r o 

««- fjfcfc*. »42. j « g g* (■*<*). 

O 0 

3743. J ÜÍÍÍ2Í2ÜW 
0 
n 

¡ ln (TÜSf)^r(«■«)• 

oo ^ r1 °® y- 

«3745. ^ —dx (a> 0) sabiendo que j e _ax> dx = y j/ ■“ 

o o 

(a > 0). (véase el ejercicio 2439). 

T - Oí? -bX- 

3746*. \í--dx (a>0, 6>0). 

o 

' 8747*. | f» -- aí,I ~ aen " -dx (a >0). 

3748. j t -a« co3tr y coacx ¿ r (a > 0). 

O 

n 

T 

3749*. j ln (a 2 eos 2 a:-f-6 a sen 2 x) dx. 
o 

n 

T 

3750. Después de calcular la integral j arct ^ tK ** da:, hallar 

o 

n 

T 

' t— dz - 

J l S* 







En los ejercicios 3758—3762 calcular las integrales aplicando 
el resultado del ejércicio :3757 (a > 0, b > 0). 


3758. j dx. 3759. J dx. 

3760. Jseno^eo^^; 3761 . j fcsen f£ -osen6 f ^ 

0 

3762*. 

0 

3763*. La función de Laplace se define así: CU (x) = j e-^ di 

(esta función desempeña un papel muy importante en la teoría de 
probabilidad). Demostrar las relaciones: 

1 ) } ®(<u)dí=¿—pp+Klíai): 2) J [l-®(x)ldx = -^j-. 

3764*. Las funciones si (x) y ci (x) suelen ser definidas del modo 
siguiente: 

oo 00 

Si (z) = — J A («seno integral») y c¡ (*) = — j ^ («coseno 
* * 

integral»). Demostrar que 

OO 00 

^ sen x si (x) dx >= ^ eos x ci (x) dx «= — . 

o o 

3765*. La función J 0 (x) definida por la igualdad 


• — 0*x* 4 f A 

1) j a>(az)dz~ ‘ a ,-T 1 +*«>(«*): 2) ) U-<P(x)|dx=-^«-. 


J a (x) = — J cos(xsen0)d0 

se llama función de Bessel de orden cero. Demostrar que: 

1) |>*v 0 (x)dx = 7 J= r («>0); 

4-, sin^f; 

oo ¿ 

2) j J 0 (x) dx = aresena, si|a|^l; 

" -f, sia<-l. 
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3766. Demostrar, que la función y = \ dx satisface la ecua¬ 
ción diferencial y’-\-y=l/x. 

i 

3767*. Demostrar que la función y= [ (z J — l)"' 1 e x ‘dz satisface 

la ecuación diferencial xy’ + 2ny' — xy = 0. 

00 

3768*. Demostrar que la función j dz [satisface la 

ecuación diferencial xy" — 2ny'+xy = 1. 

3769*. Demostrar que la función de Bessel de orden cero 

IT ■> 


J„(x) = eos (x sen6 )dO satisface la ecuación diferencial J"„ (i)-f- 

+^+^oW“0. 





Capítulo XIII 

Integrales curvilíneas 
e integrales de superficie 

§ 1. Integrales curvilíneas 
de primer género*) 

Cálculo de Integrales 

HEn los ejercicios 3770—3775 calcular las integrales 'curvilíneas. 
l|3770. ^ donde L es un segmento de la recta y=^x—2 

comprendido entre los puntos i4'(0, —2) y 5(4,0). 

3771. J xy ds, donde L es el contorno de un rectángulo cuyos 

vértices son A (0, 0), 5 (4, 0), C (4, 2) y D (0, 2). 

3772. ^ y ds, donde L es un arco de la parábola y * = 2px, recor- 

L 

tado por la parábola x a =* 2 py. 

FJ3773. j (**•+»*)**. donde L~ es la circunferencia 

i. 

x = a eos t, y — a sen í. 

3774. \ xyds, donde L es la cuarta parte de la elipse 

i. 

JL = 1 situada en el primer cuadrante. 

3775 . ^ ds, donde L es el primer^arco de la cicloide 

• x e=. a (t — sen t), y = a (í — eos t). 

3776. Deducir la fórmula para calcular la integral J F (x, y) ds 

en coordenadas'polares, si la línea L viene dada por la ecuación 
P — P (<p) (<Pi < y < ^2)- , 

-• Así.denominaremos los integrales de tipo f 1 (r, y) ds. donde * es la 
longitud. (Nota dtl T.) 
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3777*. Calcular la integral \ (x— y) ds, donde L es la cir- 
cunferencia x* + y* = ax. 

3778. Calcular la integral x\ r x 1 — y s ds, donde L es una 

L 

línea dada por la ecuación (x* + y*) 5 = a ! (x s — y*) (x >• 0) (mitad 
de la lemniscata). 

3779. Calcular la integral j arctg ^ ds, donde L es una parte 

L 

de la espiral de Arquímedes p = 2<p, comprendida dentro do un 
círculo de radio R con el centro en el origen de coordenadas. 

3780. Calcular la integral J J$¡T • donde L 0S la primera 

L 

espira de la hélice x = <jcosí, y = (zseni, z = at. 

3781. Calcular la integral j xyzds, donde L es una cuarta parte 

L 

de la circunferencia x J + p 3 +2 2 = R l , x 2 + y 2 =*—, situada en el 
primer octante. 

3782. Calcular la integral \ (2z — Vx*+y 2 )ds, donde L es la 

> i ■ 

primera espira de la línea helicoidal cónica 

x = / eos t, y — / sen t, z = t. 

3783. Calcular la integral ( (x -f y) ds, donde L es una cuarta 

. . L 

parte de la circunferencia x* + y 3 + s s = fí a , y = x, situada en 
el primer, octan’te. ’ ' i ' 


Aplicaciones de las integrales 

. i ■ T* • ' i t; 

3784. Hallar 'la masa de un fragmento dé la linea y = ln x 
comprendido entre, los,puntos cuyas-abscisas son x, y x„ si la den¬ 
sidad de ladínea en cada punto es igual al cuadrado de la abscisa 
del puntó. * 1 

3785. Hallar la masa de un fragmento de la catenaria y = o ch~ 

comprendido entre los puntos cuyas abscisas son x¡ = 0 y x, = a, 
si la densidad de la línea en cada punto es inversamente proporcional 
a la ordenada del punto siendo la densidad en el'punto (0, a) igual 
a ó. 
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3786. Hallar la masa de una cuarta parte de la elipse x = a eos t, 
y = b sen t, situada en el primer cuadrante si la densidad en cada 
punto es igual a la ordenada de este punto. 

3787. Hallar la masa de la primera espira de la hélice x — a eos t, 
y — a sen t, z — bt, cuya densidad en cada punto es igual al cua¬ 
drado del radio polar de este punto. 

3788. Hallar la masa del arco do la línea x = e‘ eos t, y = 
= e' sen í, z = e‘ desde el punto correspondiente a 1 = 0 hasta un 
punto cualquiera si la densidad del arco es inversamente proporcio¬ 
nal al cuadrado del radio polar y en el punto (1, 0, 1) es igual 
al. 

3789. ' Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la pri¬ 
mera semiespira de la hélice x = a eos t, y =: a sen i, z = bt, con¬ 
siderando la densidad constante. 

3790. Calcular el momento estático de la primera espira de la 
línea helicoidal cónica x = t eos t, y = t sen t, z = t con respecto 
al plano Oxy, considerando la. densidad proporcional al cuadrado 
de distancia desde este plano p = tez 1 . 

3791. Calcular los momentos de inercia, con respecto a los ejes 
de coordenadas, de la primera espira de la hélice x = a eos t, y = 
“ a sen t, z = £■ t. 


En los ejercicios 3792—3797 calcular las áreas de las partes do 
las superficies cilindricas comprendidas entre el plano Oxy y las 
superficies indicadas. 

3792. .tí+j,í = «s, 2 = + 

3793. p 2 =>2pz, z = V$px — éi 2 . 

3794. p= = l(x_ 1)», 

3795. x*-\-y* = R\ 2Rz = xy. 

3796. + z = kx y z = 0 (z>0) ("herradura cilin¬ 

drica"). 

3797. y = y2px, z = y y s = -|p. 

3798. Calcular el .área de la superficie recortada de un cilindro 
circular de radio fí por otro cilindro, semejante si los ejes de estos 
dos cilindros se cortan formando el ángulo rocto (compárese con la 
solución del problema en el ejercicio 3642). 

18—0 í 70 
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Cáp^XlIf. Integrales. curvilíneas _ 

3799. Hallar el área de una parte de la superficie del cilindro 
x*+ i/ 2 Rx comprendida dentro de la osfora xr + + i 2 — R 3 - 


De acuerdo con la ley Biot — Savart; el elemento de corriente 
ejerce la acción sobre la masa- magnética m con la fuerza igual a' 5 
mi sana ds > | j ()n) j e j es j a co rriento, ds es el elemento de longitud 

del conductor, r es .la distancia que media entro el plómenlo de co¬ 
rriente y la masa magnética, a es ol ángulo formado cintro la direc¬ 
ción de la recta que une la masa magnética y el elemento de co¬ 
rriente, y la.dilección del mismo elemento de corriente. Dicha fuerza 
está dirigida, siguiendo lo normal, hacia gl plano qué contiene el 
elemento do corriente y el punto en que se halla situada la mpsa 
magnética. La dirección de la fuerza so establece de acuerdo con la 
regla de Ámpére (también la regla del sacacorchos). Partiendo de 
está ley, resolver los problemas de los ejercicios 3800—3805. 

3800. Hallar la fueríá con que la corriente I en un- conductor 
rectilíneo infinito ejerce su acción sobre el punto de masa magné¬ 
tica m situado a la distancia a desde el conductor. . ¡ . , , 

3801. Por el circuito do forma cuadrada cuyo .lado as a, pasa 
la corriente I. ¿Con qué fuerza dicha corriente actúa sobre el punto 
de masa magnética m situado en el centro del cuadrado? 

3802. Mostrar que la corriente / que pasa por el arco de la línea 
cuya ecuación en las coordenadas polares presenta la forma p = 
= p (qp), ejerce la acción sobra ol punto de masa magnética situado 
en el polo aplicando la fuerza 



*i 


3803. ¿Con qué fuerza actúa la corriente I que pasa por un cir¬ 
cuito cerrado elíptico, sobre el punto de masa magnética m situado 
en el foco de la elipse? 

3804. ¿Con qué fuerza actúa la corriento I que pasa por un cir¬ 
cuito parabólico infinito, sobre el punto de masa magnética m 
situado en el foco de la parábola? La distancia que media entre.el 
vértice y el foco es igual a pl2. 

3805. ¿Con qué fuerza actúa la corriente I que pasa por un cir-' 
cuito circular de radio R sobre el punto, de masa magnética m situado 
en el punto P que se halla a la distancia h desde el plano del círculo 
y en' la perpendicular levantada, en el Centro del mismo? 

yPara qué valor de P esta fuerza Sería máxima siendo-'ft dada? 
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3823. ( (e zy + 2x eos y) dx + (e iy - x 3 sen y) dy. 

L 

3824. Calcular la integral del ejercicio 3822 de dos modos con¬ 
siderando la circunferencia xr -f y 3 = R" como contorno de inte¬ 
gración L\ 

1) directamente, 2) aplicando la fórmula do Creen. 

3825. Calcular la integral [ (xy-\-x + y)álx-\-{xy + x— y) dy, 

i 

, _2 «2 

donde L os: 1) la elipse 1; 2) la circunferencia r 2 + 

-f y 2 =» ax. La integración debe efectuarse en sentido positivo. 
(Calcular la integral de dos modos: 1) directamente, 2) aplicando 
la fórmula de Creen). 

3826. Demostrar que la integral 

j (yx? + a») dx + (xy 3 -f- xe" — 2 y) dy 
L 

es igual a cero, si L es una linea cerrada y simétrica respecto al eje 
de coordenadas. 

3827. Valiéndose de la fórmula de Creen calcular la diferencia 
entre las integrales 

A= í (,x + y)-dx — (x — y) 2 dy 

AmB 

y 

í (x+yfdx— (x—yfdy, 

AnB 

donde AmB es un segmento do la recta que une los puntos A (0, 0) 
y B (1. 1) y AnB es el arco de la parábola y = a*. 

3828. Mostrar que la integral 

[ {x eos (N, x) -r y sen ( N , a:)} ds, 

L 

donde (AL x) es un ángulo formado por la normal exterior a la línea 
y por la dirección positiva del eje de abscisas, calculada sobre el 
contorno cerrado L en sentido positivo, es igual al ároa doble de la 
figura limitada por el contorno L. 

3829. Demostrar que la magnitud de la integral f (2 xy — y) dx + 

£. 

+ X 1 dy, dondo L es un contorno cerrado, es igual al área del dominio 
limitado por este contorno. 
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3858 . *-»*) ' 

3859. du = + 3y ~; i + -' 3 dz. 

u_ 

3860. du = e x dx- f- 

+ (il<£±l> + ^) d y+(- ‘ T ^> +y,V- +,-«) &. 


Aplicaciones de las integrales 

En los ejercicios 3861—3868 calcular las áreas de las figuras limi¬ 
tadas por las líneas cerradas, mediante la integral curvilínea. 

3861. Por la elipse x — a eos í, y = b sen t. 

3862. Por la astroide x — a eos 3 í, y = a sen 3 t. 

3863. Por la cardioide x = 2a eos t — a eos 2 1, y = 2a sen t — 

— a sen 2í. 

386ó*. Por el lazo del folio de Descartes X a 4- y 3 — 3 axy «= 0. 

3865. Por el lazo de la línea (x -f- y) 3 = xy. 

3866. Por el lazo de la línea (x ■+• y )* = xfy 

3867*. Por la Iomniscata do Bernoulli (x* y 2 ) 2 = 2a 2 (x 2 — y 2 ). 

3868. Por ol lazo de la línea (V~x + Vy)' 1 = tcy. 

Trabajo 

3869. En cada punto del plano, sobro el punto material actúa 
uno fuerza cuyo valor es constante e igual afy cuya dirección sigue 
la del eje positivo de abscisas. Hallar el trabajo efectuado por esta 
fuerza cuando el punto so desplaza a lo largo del arco de la circun¬ 
ferencia x 2 -I- y 2 = A 2 , situado en el primer cuadrante. 

3870. En cada punto del plano, sobre el punto material actúa 
la fuerza F cuyas proyecciones sobre los ejes de coordenadas son 
iguales a X = xy, Y = x y. Calcular el trabajo do la fuerza F 
al desplazarse el punto desde el origen de coordenadas hasta el punto 
(1, 1) a lo largo de: 1) la recta y = x; 2) la parábola y — x 1 , 3) una 
línea quebrada do dos eslabones cuyos lados son paralelos a los 
ejes de coordenadas (considerar dos casos). 

3871. En cada punto M de la elipse x = a eos t, y = 5 sen í 
está aplicada la fuerza F cuyo valor es igual a la distancia que media 
entre el punto M y el centro de la elipse, y dirigida hacia el centro 
de la elipse, a) Calcular el trabajo de la fuerza F al desplazarse ol 
punto a lo largo del arco de la elipse situado en el primer cuadrante, 
b) Hallar el trabajo cuando el punto reeorre toda la elipse. 

3872. Las proyecciones de la fuerza sobro los ejes de coordenadas 
son dadas por las fórmulas X = 2xy y Y — x 2 . Mostrar que ol 



trabajo de la fuerza, al deaplazarse el punto, dependo sólo de su 
posición inicial y finql y no depende de la forma del trayecto. Cal¬ 
cular la magnitud del trabajo al desplazarse desde el punto (1, 0) 
hasta el punto (0, 3). 

3873. La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional 
a la distancia que inedia entre el punto de su aplicación y el pla¬ 
no xOy. Dicha fuerza está dirigida hacia el origen de coordenados. 
Calcular el trabajo, al desplazarse el punto bajo la acción de esta 
fuerza a lo largo de la recta x — al, y = bt, z = ct desde el punto 
M («, fe, c) hasta el punto N (2a, 2i, 2c). 

3874. La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la 
distancia que media entre el punto de su aplicación y el eje Oz. 
Dicha fuerza os perpendicular a este eje y está dirigida hacia él. 
Hallar el trabajo de la fuerza al desplazarse el punto bajo la acción 
de dicha fuerza a lo largo do la circunferencia x — eos t , y — 1, 
z = sen t desde el punto M (1, 1, 0) hasta el punto A' (0, 1, 1). 

3875. Demostrar que el trabajo de la fuerza de gravitación de 
dos masas puntuales, efectuado al desplazarse una de ellas no depende 
de la forma del trayecto. La magnitud de la fuerza de atracción F 
la esLablece la ley de Newton F =*■ kr - l ~ , donde r es la distancia 
éntrelos puntos, m, y m 3 son las masas concentradas en dichos puntos, 
A: os la constante de gravitación. 


§ 3. Integrales de superficie 

Integrales de superficie de primer género 
En los ejercicios 3878—3884 calcular las integrales. 

3876. (z+2x+ j g) dq, donde S es una parte del plano 
‘s 

Y + y -I--i = 1 situada en el primer octante. 

3877. ^ ^ xyzdq, donde S es una parle del plano x + y + z = l 
s 

situada en el primer octante. 

3878. j j xdq, donde S es una parte de la esfera r 2 -|-y* = z 2 ■= 
= R 2 , situada en el primer octante. 

3879. f f y dr¡, donde S es la semiesfera z — \F R 2 — x 2 — y 1 . 
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z 


3880. 


donde S es ia 


seiniesféru 


3882. 


. | j' x 2 y 2 dq, donde 5 es la seuiiesfera : = YH 2 — x 2 — y z . 


. donde 5 es el cilindro í*+¡/ 2 = ¡P, limitado por 


lps planos z = 0 y z — H, r es la distancia que inedia entre el 
punto de superficie y el origen de coordenadas. 

3883. j j 7 I. donde s «S ! la esfera **+jj*+ 2 a -«*, r es la 
distancia que inedia entre el punto de la esfera y el punto fijo 

P(0. 0. e) (c>fl). 



donde $ es una parto de la superficie del para¬ 


boloide hiperbólico z=xy, recortada por el cilindro ** -f y 2 = 7? 2 , 
r es la distancia que inedia entre el punto de la superficie y el 
eje Oz. 

3885*. Hallar 1a masa de una esfera si la donsidad de superficie 
en cada punto es igual a la distancia que media entre dicho punto y 
ciorto diámetro fijo de la esfera. 

3886. Hallar la,masa de;-una esfera si la densidad de superficie 
en cada punto es igual al cuadrado de'distancia que media entre 
dicho punto y cierto diámetro fijo de la esfera. 


Integrales de superficie de segundo género 

En los ejercicios 3887 —3893 calcular las integrales de super¬ 
ficie. 

3887. j ^ xdy dz + y dxdz + sdxdy, donde S es el lado posi¬ 
tivo del cubo formado por los planos x = 0 , y = 0 , z : m 0 »'~X = 1 , 
y = 1, z = i. 

3888. \ J x'yhdxdy , donde S es el lado positivo'de la mitad 
inferior de la esfera x 2 + y 1 + z- = B ! - 





3890. j \ z 1 dxdy, donde S es la cara exterior del elipsoide 

íH“Sr+'JF* 1 '. 

3891. j j xz dx dy + xy dy dz + yz dx dz, donde S es la cara 

exterior de la pirámide formada por los pía- z 

nos i = 0,s=0,í = 0yi + |/4-: = 1. 

':i> 3892. J yz dx dy 4 - xzdy dz^-'xy dxdz\ - 

donde S es la cara exterior de la superfi-. / r Tlm 

cié situada en. el primer octante y formada Ti 1 | 

por el cilindro ■x‘-py* = R* y lo’s planos •! ’ I 

i = 0, y = 0, í " 0 y j = ff, fe¡> - - - ■ I ?—y 

3893. | j if z dx dy + xz dy dz 4 -' - 

x i y dx dz, donde 5 es la cara exterior de la p¡ g 68 

superficio situada en el primer octante y 

formada por el paraboloide de revolución z = x 1 4- y ¡ , por el cilin¬ 
dro r* 4- y 2 = 1 y los planos de coordenadas (véase la fig. 68). 


Fórmula de Stokes 

3894. Aplicando la fórmula de Stokes, transformar la integral 
\ (i i 1 -I- Z-) dx 4- ( x l + z") dy + (x* + y 1 ) dzí tomada o lo largo 

de cierto contorno cerrado, en la integral de superficie «tendida» 
sobre este contorno. 

3895. Calcular la integral j x?y* dx + dy + z dz, donde el 

L 

contorno L es la circunferencia x 1 -t- y : = R 2 , z = 0: a) directamente 
y b) aplicando la fórmula de Stokes y considerando la semiesfera 
*- +vr s -* v —y 2 como superficie. La integración, a lo largo 
de la circunferencia en el plano xOy, debe efectuarse en sentido 
positivo. 

Fórmula de Ostrogradski 

3896. Aplicando la fórmula de Ostrogradski transformar la inte¬ 
gral sobre la superficie cerrada en una integral triple sobre el volu¬ 
men del cuerpo limitado por esta superficie: 

| j x 1 dy dz 4- y 1 dx dz 4- z- dx dy. 
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La integración debe efectuarse sobre la cara exterior de la super¬ 
ficie S. 

3897. Aplicando la fórmula de Ostrogradski transformar la inte¬ 
gral sobre la superficie cerrada en una integral triple sobre el volu¬ 
men del cuerpo limitado por esta superficie: 

j j Yz^-ry^ + z 2 {eos (/V, .r) -feos (N, p)-feos (AL z)} da, 

donde N es la normal exterior a la superficie S. 

3898. Calcular la integral del ejercicio 3897, si S es la esfera de 
radio R cuyo centro se halla situado en el origen de coordenadas. 

3899. Calcular la integral 

ti* eos (AL x) + y* eos (N, y) -f z* eos (N, z)l da, 

donde 5 es la esfera de radio R cuyo centro se hallo situado en el 
origen de coordenadas y A es la normal exterior. 

3900. Aplicando la' fórmula de Ostrogradski calcular las inte¬ 
grales de los ejercicios 3891—3893. 



Capítulo XIV 


Ecuaciones diferenciales 


§ 1. Ecuaciones de primer orden 

Ecuaciones con variables separables 

En los ejercicios 3901 —3910 hallar las soluciones generales ile las 
ecuaciones diferenciales. 

3901. (xy* + x) dx + (y — x*y) dy = 0. 

3902. xyu' ~ 1 -i*. 3903. yy' = . 

3904. y' tg x — y =-• a. 3905. xy' 4- y = y 2 - 

3906. y' + l /= 

3907. yT^dx + yVT^^tly^O. 

3908. e-‘(l+-£)=1. 3909. y' = 10 x +*'. 

3910. y' + sen = sen . 

3911. La balística establece la dependencia entre la velocidad v 
del proyectil y la distancia l recorrida por éste en el catión del arma 
mediante la siguiente ecuación: 

v n b \^¡n • donde e = -^- y «<1. Hallar la dependencia entre 

el tiempo t del movimiento del proyectil y la distancia l recorrida 
por dentro del cañón. 

3912. Si a: es la cantidad de ácido yodhídrico HJ que se ha des¬ 

compuesto para el momento de tiempo í, la velocidad de descom¬ 
posición la determina la ecuación diferencial — k,x 

X (t) 2 > (lon<le *1* *2 y v son constantes. Integrar 

esta ecuación. 
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En los ejercicios 3913—3916 hallar las soluciones particulares de 
las ecuaciones diferenciales.gue satisfagan las condiciones iniciales 
dadas. 


3913. y' sen z = g ln y, y 
39(4. = y U—o 



3915. sen g eos z <?//= eos g sen z dz; y |„ 0 = -j- . 

3916. y — xi/' = b (1 + x*y'Y, y | x _, = 1 . 

3917. Hallar la línea que pase por el punto (2, 3) y cuya propie¬ 

dad sea la siguiente: el segmento de cualquier tangente suya compren¬ 
dido éntrelos ejes de coordenadas se divide en dos-partes iguales en 
el puntó '''¿¿•contacto. f -' * ' ; Yt 

3918. Hallar la línea que pase por el punto (2, 0) y cuya propie¬ 
dad sea la siguiente: el;segmento de la tangente entre el punto de 
contacto y el eje de ordenadas tiene la longitud constante e igual 
a dos. 

3919. Hallar todas las líneas para las cuales el segmento de la 
tangente comprendido entre el punto de contacto y el eje de abscisas 
se divide en dos partes iguales en el punto de intersección con el eje 
de ordenadas. 

3920. Hallar todas las líneas para las cuales la subtaugente sea 
proporcional a la abscisa del punto de contacto-(el coeficiente de 
proporcionalidad es igual a k). 

3921. Hallar la línea que pase por el punto (a, 1) y cuya subtan¬ 
gente tenga la longitud constante e igual a a. 

3922. Hallar la línea para la cual la longitud de la normal (su 
segmento desde el punto de la misma hasta el eje de abscisas) sea la 
magnitud constante a. 

3923. Hallar la línea para la cual la suma de las longitudes 
de la tangente y de la subtangente en cualquier punto suyo sea pro¬ 
porcional al producto de las coordenadas del puntó de contacto (el 
coeficiente do proporcionalidad’ es igual a -k)¡ 

3924¿ Hallar la línea y = f (x) (/ (x) 0, / (0) = 0) que limitó 

el trapecio ruixt ¡lineo de base [0, xl y cuya área sea proporcional al 
grado (n + 1) de / (x). Es sabido que / (z) = 1. 

3925. El punto material 1 cuya masa es igual a lg, efectúa el' 
movimiento rectilíneo bajo la acción do la fuerza directamente pro¬ 
porcional al tiempo calculado ai.partir del momento t = 0 e inver¬ 
samente proporcional a la velocidad del movimiento de dicho punto.' 
En el momento t = 10 s la velocidad era igual a 0,5 m/s, y la fuerza, 
4 -10 -5 N. ¿A qué será igual la velocidad al cabo de 1 min de comen¬ 
zar el movimiento? 

3926. _ Un punto material efectúa el movimiento rectilíneo siendo 
su energía cinética, en el momento í, directamente proporcional a la 
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3935. j 

a i —y 

3937. y' 


y 

■¿xy 


Ecuaciones homogéneas 

En los ejercicios 3934 —3944 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones dadas. 

3934. y' = £r- 2. 

3936. xdy — ydx — ydy. 

3938. y' = --<r-- 

» y X 

3940. >/ + a?y'~xyy'. 

3942. xy'=*y ln-*-. 

3943. (3 y* + 3 xy + x*) dx = (i* + 2xi/) dy. 

f{-) 

3944. v'»i+-Tnrr- 

En los ejercicios 3945 —3948 hallar las soluciones particulares 
de las ecuaciones diferenciales que satisfagan las condiciones inicia¬ 
les dadas. 


**-»* ' 

3939. xy' — y x 2 - y 1 . 

3941. y' ^=e* 


3945. (xy' - y) arclg ¿ = x; y |„, = 0. 


394C. (y 1 — 3Z 2 ) dy + 2xydx = 0\ y\„,i — \. 
3947. yU_,- —1. 

3948 - »(■£)*+**&-»-°; »U_o—v r s. 


3949. Reducir la ecuación y’= {"y) a I a cuadratura. 
¿Cuál debería ser la función <p (-2-) para que y = j— ^ j- sea la so¬ 
lución general de la ecuación dada? 

3950. Hallar la línea para la cual el cuadrado de la longitud de 
un segmento recortado por cualquier tangente del eje de ordenadas, 
sea igual ni producto de las coordenadas del punto de contacto. 

3951. Hallar la línea para la cual la ordenada inicial de cualquier 
tangente es igual a la subnormal correspondiente. 

3952*. Hallar la línea para la cual la longitud del radio polar de 
cualquior punto suyo M es igual a la distancia que media entre el 
punto de intersección del eje Oy y la tangente en el punto M, y el 
origen de coordenadas. 
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3971. Hallar la línea para la cual la ordenada inicial de-cual¬ 
quier tangente sea dos unidades de escala menor-que la abscisa del 
punto de'contacto. 

3972*. Hallar la línea para la cual el área del rectángulo cons¬ 
truido sobre la abscisa do cualquier punto y sobre la ordenada ini¬ 
cial de la tangente en este punto es una magnitud constante ( = a s ). 

3973*. Hallar la línea para ía cual el área de un triángulo for¬ 
mado por el eje de abscisas, la tangente y el radio vector del punto 
de contacto, sea constante (= a J ). 

3974. Un punto de masa m efectúa el movimiento rectilíneo. So¬ 
bre dicho punto actúa una fuerza proporcional al tiempo (el coefi¬ 
ciente de proporcionalidad es k¡) transcurrido desde el momento en 
que la velocidad era igual a cero. Además, sobre el mismo punto 
actúa la fuerza de resistencia del medio, que es proporcional a la 
velocidad (el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). Hallar la 
dependencia entre la velocidad y el tiempo. 

3975. Un punto de masa m efectúa el movimiento rectilíneo. 
Sobre dicho punto actúa una fuerza, proporcional ul cubo de tiempo 
transcurrido desde el momento en que la velocidad era igual a v 0 
(el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). Además, sobre el 
mismo punto ejerce su acción el medio, esta acción es proporcional 
al producto de la velocidad y el tiempo (el coeficiente de proporcio¬ 
nalidad es igual a k¡). Hallar la dependencia entre la velocidad y el 
tiempo. 

3976. La temperatura inicial C del cuerpo es igual a la del 
medio ambiente. El cuerpo recibe el calor de uu aparato calentador 
(la velocidad con que pasa el calor es una función dada del tiempo: 
C(f (f), donde c es la capacidad calorífica constante del cuerpo). Ade¬ 
más, el cuerpo cede el calor al medio ambiente (la velocidad de en¬ 
friamiento es proporcional a la diferencia entre las temperaturas del 
cuerpo y del medio). Hallar la dependencia que existe entre la tem¬ 
peratura del cuerpo y el tiempo medido aL comenzar el experi¬ 
mento. 

Resolver los problemas de los ejercicios 3977 —3978 tomando en 
consideración lo siguiente. Si la corriente eléctrica alterna / = / (f) 
pasa por el conductor teniendo el coeficiente de inductanciá igual a 
L y la resistencia /?, la caída de tensión a lo largo- del conductor será 

igual a L íí + RI. 

3977. La diferencia de potencial en los bornes de una bobina va 
disminuyendo uniformemente de £ 0 ■= 2V hasta E¡ = 1 V durante 
10 segundos. ¿A qué será igual la intensidad de la corriente al fina¬ 
lizar el décimo segundo si al principio del experimento era igual a 
16 \ A? La resistencia de la bobina es igual a 0,12 ohm, el coeficiente 
de inductancia, 0,1 H. 




3978. Hallar la intensidad de lá corriente en la bobina en el mo¬ 
mento t si su resistencia es Ft, el coeficiente de inductancia, L, la co¬ 
rriente inicial / 0 = 0, la fuerza electromotriz varía de acuerdo con 
la ,ley E — E 0 sen (at. 


Diversos problemas 

(Ecuaciones con variables separables, homogéneas y 
lineales) 

En los ejercicios 3979—3997 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones dadas. 

3979. 3980. ¿dy+Q-lx) idz-0; 

3981. xtf+^y' + y~x(\+x*) í . 

3982. y-Jí±l. 3983./--^. 

3981. (8y -f- 10x)dí + (5y-|-7z:)d¡/ = 0. 

3985. = 3986. 

3987. (i — y cos-^-) dx + xcos—p dy*= 0. 


3988. y'ne^-e*y. 



3990. 4*í- =-í-—. 

dx xcosy-t-son2¡/ 


3991. (x - 2 xy - y") dy + y 3 dx 

3992. y' + y eos x = sen x eos x. 


0. 


3993. (x + í)y' - ny - e* (i + l)"*'. 
3991. j / dx = (y 3 — x) dy. 


3995. (-^j) —( x -ry)-^+xy = 0. 


3996*. yy' sen x = eos x (sen x — y 3 ). 

3997. y' = (x + y) 3 . 

3998. Verificar que las ecuaciones (1 — x 3 ) y' + xy = ax tienen 
por curvas integrales las elipses e hipérbolas cuyos centros están en 
el punto (0, a ) y cuyos ejes son paralelos a los ejes de coordenadas, 
teniendo cada curva un eje constante de longitud igual a 2. 

En los ejercicios 3999 —4002 hallar las soluciones particulares 
de las ecuaciones que satisfagan las condiciones iniciales indicadas. 


3999. y -~ xy ', 
x+yy 


2; 


y|x=i=i- 


1000. y' —T^^í+a:; }U = 1. 


19* 
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4001. (1 +e x ) yy' = e v ; y |«o = 0. 

4002. g' = 3**p"4-*•+**; y|*-o —4. 

4003. Demostrar que sólo las rectas y — kx y las hipérbolas 

xy — m tienen la siguiente propiedad. La longitud dol radio polar 
de cualquiera de sus puntos es igual a la de la tangente trazada en 
este mismo punto. , 

4004. Hallar la línea para la cual la longitud de su normal sea 
proporcional al cuadrado de la ordenada. El coeficiente do propor¬ 
cionalidad es igual a k. • 

4005. Hallar la línea para la cual cualquier tangente se corta con 
el eje de ordenadas en el punto equidistante entre el punto de con¬ 
tacto y el origen de coordenadas. 

4006. Hallar la ecuación de la línea que corte el eje de abscisas 
on el punto x = 1 y que tiene la siguiente propiedad: La longitud de 
la subnormal en cada punto de la línea es igual ql promedio aritmé¬ 
tico de coordenadas en este punto. 

4007. Hallar la línea para la cual el área del trapecio engendrado 

por los ejes de coordenadas, la ordenada de un punto cualquiera y la 
tangente en esto punto, séa igual a la mitad del cuadrado de la 
abscisa. , ..... 

4008. Hallar la línea para la. cual el area comprendida, entre el 
eje de abscisas, la misma línea y dos ordenadas una de las cuales os 
constante y-ía otra, variable, sea igual a la relación del’cubo de lu 
ordenada variable o la abscisa variable. 

4009. Hallar la línea para la cual el área dqJa figura limitada 
por el eje de abscisas, dos ordenadas y el arco MM' de esta línea, 
sea proporcional al arco MM' cualesquiera que sean los puntos 
M y M’. 

4010. Hallar la línea para la cual la abscisa del centro de grave¬ 
dad del trapecio roixtilíneo engendrado-por los ejes de coordenadas, 

la recta x •= a y la misma línea, sea igual-a ^ cualquiera que sea a. 

4011*. Hallar la línea tal que-todas las tangentes a ellá-pasen 
por el punto dado (x„, y- t ). •" ^ ,. 

1 ■ 4012. Hallar la línea que"pase por el origen de coordennsasypara 
la chai todas sus normales’pasen por el'juntp.dado (i 0 , ¡yj). * 4». 

4013'. ¿Qué'líiiéa tiene la siguiente propiedad:'el ángulo formado 
entre el-áje Ox y la tangente ai la misma-línea en cualquier qiuntó 
SUyó, es' dos veces mayor que-el ángulo formado éiitrelel mismo eje 
y’CÍ radio polar del punto de‘contacto? ¡ ■ * ’ ' 

4014. Sobre un cuerpo de masa nt = 1 actúa una fuerza.propor¬ 
cional al tiempo (el coeficiente de proporcionalidad es igu'al a k¡). 
Además, el cuerpo es objeto de la reacción del s medio ambiente, 
que es proporcional a la velocidad del cuerpo (eL'coeficienté dé pro- 
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porcionalidad es igual a kj. Hallar la ley del movimiento del cuerpo 
(lá dependencia entre el trayecto y el tiempo). 

4015. Una partícula efectúa la caída en el medio cuya resistencia 
es proporcional al cuadrado de la velocidad de la partícula. Mostrar 
que la ecuación del movimiento es la siguiente: = g — kv s , donde 
A: es constante, g e s la aceleración de la gravedad. Integrar esta ecua¬ 
ción y mostrar que u tiende a para t -*•«>. 

4016: La fuerza de rozamiento que retarda el movimiento gira¬ 
torio de un disco en un medio líquido, es proporcional a la velocidad 
angular de la rotación. 1 

1) El disco comenzó su movimiento giratorio con la velocidad 
angular de .3 vueltas por segundo, al cabo de4, minuto gira con la 
velocidad angular de 2 vueltas por segundo. ¿Cuál sería su velocidad 
angular al cabo de 3 minutos de comenzar la rotación? 

2) El disco comenzó a girar teniendo la velocidad angular de 5 
vueltas por segundo, al cabo de 2 minutos gira con la velocidad an¬ 
gular de 3 vueltas por segundo. ¿Al cabo de cuánto tiempo después 
de comenzar la rotación, la velocidad angular del disco será de 1 
vuelta por segundo? 

4017. La bala penetra una tabla cuyo grosor es h = 0.1 m . con 
la velocidad v 0 = 200 m/s. Al atravesarla, sale por el otro lado con 
la velocidad v¡ — 80 m/s. Considerando la fuerza de la resistencia 
que ofrece la tabla al paso de la bala, proporcional al cuadrado de la 
velocidad de ésta, calcular el tiempo invertido por la bala en otra? 
vesar la tabla. 

4018*. Una gota de agua cuya masa inicial es igual a g se 
evapora uniformemente con la velocidad ni g/'s, moviéndose por 
inercia con la velocidad inicial i>, cm/s: La fuerza de la resistencia 
del medio es proporcional a la velocidad del movimiento de la gota 
y a su radio, siendo en el momento inicial (í — 0) igual a / 0 dinas. 
Hallar la dependencia entre la velocidad de la gota y el tiempo. 

4019*.‘ Una gota de agua de masa inicial M 0 g se evapora con la 
velocidad' m g/s, efectuándose la caída libre en el, aire. La fuerza de 
resistencia es proporcional a la velocidad del movimiento de la gota 
(el coeficiente de proporcionalidad es igual a k). 

Hallar la dependencia entre la velocidad del movimiento de la 
gota y el'tiempo transcurrido desde que comenzó a caer la gota, 
teniendo en cuenta que en el. momento, inicial del tiempo la veloci¬ 
dad de la gota era igual a cero. Coiisiderar que k ^ 2m. 

4020*. Resolver el mismo problema que en el ejercicio anterior, 
pero con respecto a una gota de forma esférica, considerando la 
fuerza de resistencia del aire proporcional al producto de la velocidad 
de la gota y el área de su superficie. La densidad del líquido es igual 
a y. (Reducir a las cudraturas.) 
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4021*. Si en el curso de cierto proceso una substancia se trans¬ 
forma en otra, siendo la velocidad con que se efectúa la formación 
del producto, proporcional a la cantidad disponible de la substancia 
que-sufre la transformación, este proceso se llamo reacción (proceso) 
de primer orden. 

Cierta substancia cuya cantidad inicial era igual a m 0 , va trans¬ 
formándose en otra, siendo inmediato el comienzo del segundo pro¬ 
ceso, debido al cual surge el segundo producto. Ambas transforma¬ 
ciones se efectúan como reacciones de primer orden. Los coeficientes 
de proporcionalidad son: k , para el prime- 
7K ro, y A-j para el segundo proceso. 


, 10 kg de la sal. En el recipiente entra el 

or —t-- agua, con la velocidad de 3 1/rain, produ- 

F¡ ciándose una mezcla que, a su vez, se tras- 

*' vasa, con la misma velocidad, al segundo 

recipiente, do igual cabida (es decir, 100 1) 
y relleno previamente de agua pura. De este segundo recipiente sa¬ 
le el exceso del líquido. ¿Cuánta cantidad de la sal contieno el se¬ 
gundo recipiente al pasar una hora? ¿Cuál os la cantidad máxima 
de la sal en el' segundo recipiente? ¿Cuándo se lorga esta canti- 
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Ecuaciones en diferenciales totales 

En los ejercicios 4030—4037 'hallar las soluciones generales de 
las ecuaciones dadas. 

40^0. (2a? - xy 1 ) dx + (2y> - z'y) dy - 0. 

4051 ■ ,**+»* “( x z +Y ~ i ) dx - 

4052. e v dx + (xe v — 2 y) dy = 0. 4053. yx‘ J ~' dx+ x J In x dy ■■■- 0 

4054. xdx +> d ii ydx-xdy 

Y xi+yi x* 

4055. -e Ag . " * dx + -j-—, dy + sen ydy~ 0. 

cos 2 (ik) “ eos 2 (r¡/) 3 ■ 3 3 

4056. (l+z/í 2 +p) t fa:+(-l-|-y' i^+i/ 1 ) y dy =0. 

4057. (-j-sen-|—-¿-cos-í-- + l)«fe+ 

-J-(± c °s A — ^-son y + y-) dy~ 0. 

Factor integrante ' • 

, En los ejercicios 4058—4062 hallar el factor integrante y las solu¬ 
ciones generales de las ecuaciones. 

4058. (x ¡ -Y y) dx — x dy ■= 0. 

4059*.y (1 -(- xy) dx — x dy = 0. 

4060. (*» + y 1 + 2x) dx + 2y dy - 0. 

4061. y dx + (y 3 — ln x) dy = 0. 

4062. (ir eos y — y sen y) dy + (x sen y 4- y eos y) dx = 0. 

4063. Mostrar que la ecuación lineal ^ + P (x) y Q (x) tiene 

por factor integrante la función e- P(x > dx . ^ 

4064. Hallar el factor integrante de la ecuación de Bernóulli 

y’ 4- P{x)y = y n Q(x). 

4065. Determinar las condiciones para las cuales ia ecuación 

X (x, y)dx,+ Y(z, y) dy = 0 

admita el factor integrante de la forma M *= F (x -i- y). 

4066. Determinar las condiciones .para las cuales la ecuación 

. ’ v? ;. :. ’ X (x, y)'dx% y,(x,'y) dy = o, 
admita el factor integrante de la forma M = F (x- y). 
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Diversos problemas 

En los ejercicios 4067—4088 hallar las soluciones generales de 
las ecuaciones. 

4067. y' == ax +: by + c. 4068. ay' 4- by -f- cy m = 0. 
4069. tf ' = ^±|E|. 4070. y'~¿±%=^-. 


W-v+vg* 

4073. 2xdl 


y 3 


«2 — 3*2 , 


4072. V (y t —'*)—y- 
= 0 . 


4074. (2i i + xy 3 ) dx+(x + x z y z ) dy = 0. 

4075. ( 2xy%x z y + -^} dx -f- (x z y 1 ) dy = 0. 

4076 - 

4077. xdy + ydx + y z (xdy — ydx) = 0. 

ms - {jrzé*) 7 , 1 * 

4079. y' = xVy + -¿rz-\- 4080. ysenar + j/"cosi=l. 

4081. y' — y-f-¡/ 2 cosz = 0. 4082. S- ^Í£ y £f * ■ 

4083. xy' cos-j-= </cos-|— x. 

4084. (icos -^- + y sen 4-) y dx+ (i cos.-j- — y sen -j) xdy = 0. 

4085 - 

4086. y - y'eos X = y* eos a: (i—sen i). 

**+»» ... 

4087. 2yy' = « * -2x. 

4088. (1 +«’>'")dr + í «" (i — ^-) dy*=0. 

4089. Hallar la línea para la cual la subnormal en cualquier pun¬ 
to sea a la’suma de la abscisa y la ordenada como la ordenada do este 
punto es a la abscisa. 

4090. Hallar la línea que tenga la propiedad do que lin segmento 

de la tangente en cualquier punto, comprendido entre el eje-Oz y la 
recta y = 'ax -f- 6, se divide por el punto de contacto én dos pértes 
iguales. . . , 

4091. Hallar la línea para la cual la distancia que media pntre 
la normal en cualquier punto suyo y el origen de coordenadas y la 
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que media entre la misma normal y el punto (a, b) estén en razón 
constante e igual a k. 

4092. Hallar la línea para Ja cual la distancia que media entre el 
origen de coordenadas y la tangente en cualquier punto equivalga 
a la que media entre el origen de coordenadas y la normal en el mis¬ 
mo punto. 

4093*. Hallar la línea que tenga la propiedad de que la ordenada 
de cualquier punto suyo sea la media proporcional entre la abscisa 
y la suma de la abscisa y la subnormal trazada hacia la línea en el 
mismo punto. 

4094. En el circuito eléctrico cuya resistencia es fí = 3/2Q, se 
introduce uniformemente, durante dos minutos, la tensión (desdo 
cero hasta 120 V). Además, se introduce automáticamente una induc- 
tancia de modo que el númoro de lienrios en el circuito equivale al 
número con que so mido la corriente en amperios. Hallar la depen¬ 
dencia entre la corriente y el tiempo durante los dos primeros minutos 
del experimento. 


§ 2. Ecuaciones de primer orden 
(continuación) 

Campo de direcciones. IsocUnas 

4095. Son dada la ecuación y' = — •— . a) Construir el campo de 

direcciones determinado por la ecuación dada, b) Esclarecer la posi¬ 
ción del vector del campo respecto al radio polar de cualquier punto 
del campo, c) Hallar la forma de las curvas integrales de la ecuación 
valiéndose del campo de direcciones, d) Hallar las curvas integrales 
resolviendo la ecuación dada aplicando el procedimiento ordinario 
(os decir, separando las variables), e) Señalar la familia de isoclinas 
para la ocuación dada. 

4096. Escribir la ecuación diferencial cuyas isoclinas sean: 

1) las hipérbolas equiláteras xy = a; 2) las parábolas'y* ^ 2 px; 
3) las circunferencias x 3 + y* = fí 3 . 

4097. Hallar las isoclinas de la ecuación diferencial de la fami¬ 

lia de parábolas y = ax 3 , Hacer un dibujo. Interpretar el resultado 
geométricamente. • ; 

4098. Mostrar que las rectas que. pasan por el origen de coorde¬ 
nadas son, isoclinas de la ecuación homogénea, y solamente homogé¬ 
nea. 

4099. Indicar las ecuacionos lineales.cuyas isoclinas sean rectas. 

4100. Sean y,, y a , y 3 las ordenadas de cualesquiera tres isoclinas 
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de cierta ecuación lineal correspondientes a una abscisa. Mostrar que 
la razón 1,2 — consorva unimismo significado cualquiera que sea la 

Vi—y i 

abscisa. 

Integración aproximada de las ecuaciones 
diferenciales 

4101. Sea dada la ecuación y' = . Construir, de modo 

aproximado, una curva integral que corresponda al intervalo 1 -íj 
•<£ -<! 5 y que pase por el punto M (1, 1). 

4102. Sea dada la ecuación y' = . Construir, de modo 

aproximado, una curva que corresponda al intervalo 0,5 ^ x 3,5 
y que pase por el punto (0,5; 0,5). 

4103. Sea dada la ecuación y' = xy * + x 1 . Calcular y con dos 

cifras decimales, para x = 1, aplicando el método de Euler y to¬ 
mando en consideración que y es lo solución particular que satisface 
a la condición inicial y 1 =» 0. , 

4104. Sea dada la ecuación y' — Vx-y % ->r 1. Calcular y para 

x = 2 aplicando el método de Euler y tomando en consideración que 
y es la solución particular que satisface a la condición inicial 
y | -= 0. Calcular y con dos cifras decimales. 

4105. Sea dada la ecuación y' = y y la condición inicial 
y l,. =0 = 1. Resolver la ecuación exactamente y hallar el valor de y 
para x = 0,9. Luego, hallar este valor aplicando el método aproxi¬ 
mado dividiendo el intrevalo 10; 0,91 en nueve partes. Indicar el 
error relativo del último resultado. 

4106. Sean dadas la ecuación y' = y la condición ini¬ 

cial y =■ 0. Resolver la ecuación exactamente, y calcular el 
valor de x para y — 1 aplicando algún método aproximado para 
integrar las ecuaciones (comparar con el valor de x que haya sido 
obtenido en la solución exacta). 

4107. y' = y 2 xy 4- x *. Aplicando ol método de aproxima¬ 
ciones sucesivas hallar la segunda aproximación para la solución 
que satisfaga a la condición inicial y ]*_ 0 — 1. 

4108. y' — xy* — 1. Hallar el valor do la ecuación dada, para 
i =• 1, que satisfaga a la condición inicial y |*= 0 = 0- Siguiendo el 
método de aproximaciones sucesivas limitarse a la tercera aproxi¬ 
mación. Efectuar los cálculos con dos cifras decimales. 

En los ejercicios 4109—4116 hallar varios primeros términos del 
desarrollo en serie de potencias de las soluciones de las ecuaciones 
para las condiciones iniciales indicadas. 

4109. / “¡C-t; íl ,=« = !■ 
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4110. y' -**y 8 -tl; y I = 

4111. y' = x 8 - y*; y j „ 

4112. y 1 — "f“ 1 i yl* 

4H3. y’<, - *¡L. 


: 0 . 

■ I. 


Iti’tí ’ V 1'“° = °‘ 

4114. y' ~e« + xy; y\ „ 0 - 0. 

4115. y', = sen y.— .jen x; y | .= 

4116. y; - 1 + x-x *«_ 2 y*; y |„ 


0 . 

- 1 . 


Soluciones singulares. Ecuaciones de Claíraut y 
Lagrange 

En los ejercicios 4117—4130 hallar las soluciones generales y 
singulares de las ecuaciones de Claíraut y de Lagrange. 


4117. 

y 

= xy' + y'*. 

4118. 

y = 

xy' - 3y'». 

4119. 

y 

- *y'+-}r■ 

4120. 

X = 

xy'-j-J/1+y' 8 . 

4121. 

y 

= xy' sen y'. 

4122. 

xy' ■ 

- y = ln y'. 

4123. 

y 

“ y' 8 (x + 1). 

4124. 

2 yy' 

= x (y' a -f 4). 

4125. 

y 

= yy'* + 2 xy'. 

4126. 

y == 

x (1 + y’) + y'*. 

4127. 

y\ 

= ln (xy' - y). 

4128. 

y - 

y' (x + 1) -h y' 5 . 


4129. y = y'x+a^\-y' 3 . 

4130. * = 

En los ejercicios 4131—4133 hallar las soluciones singulares de 
las ecuaciones aplicando el mismo procedimiento que el que so em¬ 
pipa en el caso de la§_pcuaciones de Lagrange y de Clairaut. 

4131., y '* — yy' + e* = 0. 

4132. x 8 y' 8 - 2 (xy - 2) y' + y* = 0. 

4133: y' (y' - 2x) =. 2 (y - x 8 ). 

4134. Demostrar el teorema: si una ecuación diferencial lineal 
es la de Clairaut, la familia de sus curvas 1 integrales representa un 
llaz de rectas. 

4135. El área del triángulo engendrado por una tangente a la 
línea buscada y los ejes de coordenadas, es uñé constante. Hallarla 
línea. 

4136. Hallar la línea cuyas tangentes corten, 1 en los ejes de coor¬ 
denadas, segmentos-cuya suma sea igual a, 2a. 

4137. Hallar la línea para la cual el producto de las distancias 
que median entre cualquier 1 tangente y dos puntos dados sea cons¬ 
tante. 

4138. Hallar la línea para la cual el área del rectángulo que tiene, 
por sus lados tangente y normal en cualquier punto, equivale al 
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área del rectángulo cuyos lados son iguales a la longitud de la absci¬ 
sa y la'órdenftda de'estepúnto. ‘ 5 .'-’í •' 1 g 

4139. Hallar la, línea-para .la,cual ,1a suma dé la normal y la sub¬ 
normal sea proporcional í-la abscisa. - ‘ ' 

4140*. Hallar la línea para la cual,el segmento,do la normal com¬ 
prendido entre los ejes de coordenadas tenga la longitud constante e 
igual - a ,.o. . - >• '* « T 

4141. La velocidad do un punto material, en cualquier momento 
de tiempo, se diferencia de la velocidad media (desdo que comenzó 
el movimiento hasta este.momento) en una magnitud proporcional a 
la energía cinética del punto e inversamente proporcional al tiempo 
transcurrido desde que comenzó el'movimiento.. Hallar la dependen¬ 
cia entre el trayecto y el tiempo. 


Trayectorias ortogonales e isogonales. 

Evolventes 

En los ejercicios 4142—4147 hallar las trayectorias ortogonales a 
las que se indican. 

4142. A las elipses cuyo eje mayor es igual a 2a. 

4143. A las parábolas y* = 4 (x — a).* 

4144. A las circunferencias x 1 + y 1 — 2 ax. 

4145. A las cisoides (2o — x) y 1 =■ x 3 . 

4146. A las parábolas iguales que tocan a una recta dada siendo 
el vértice de cada parábola ql punto de contacto. 

4147. A los círculos de un mismo radio cuyos centros se encuen¬ 
tran sobro una recta dada. 

4148. Hallar la familia do trayectorias que cortan las líneas 
«* — 2a (y — x V3) formándosq el ángulo a = 60°. 

4149. .Hallar las trayectorias isogonales de la familia de parábo¬ 
las p 3 = 4 ax, el ángulo formado es a = 45°. 

4150*. Hallar las líneas de propagación del sonido por el plano, 
si a lo largo de una dirección sopla el viento a la velocidad constante 
a., La fuente del sonido es inmóvil y se .halla en el mismo plano. 

En los ejercicios 4151—4154 hallar las evolventes de laS lineas 
que se indican. 

4151. De la,circunferencia x* + y 1 = R\. 

4152. De la catenaria y = a ch-í-. 

4153. De la evolvente del círculo 

x = a (eos f + i sen í), ’ y — a (sen f — t eos t). 

4154. De la parábola semicúbica-p =-3t 3 , i =’—2t 3 . 
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§ 3. Ecuaciones de segundo orden 
y de órdenes superiores 

Casos particulares de las ecuaciones de segundo orden 

En Jos ejercicios 4155—4182 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones que se indican. 

■ 4155. y" = x + sen x. 4156. y" — arctg x. 

4157. y" = ln x. 4158. xy" = y'. 

4159. y“c=y'+x. 4160. y* = —-fz. 

4161. (1 +**)/ + (y')*+ 1 = 0. 

4162. xy" = y' ln—. 

4163. (y")' = y'. Z 4164. 2xy'y" = (y'f + 1. 

4165. y" — 2 ctg x-y' = sen s x. 

4166. 1 + <y')* = 2 yy". 

4167. (y')* + 2 yy" = 0. 4168. y' - y = 0. 

4!69. 4170. li* + T ^ r (»')*=• 0. 

4171. yy" + (/)* - 1. 4172. yy" - (/)•. 

4173. - 3 <í/') 9 = 4p*. 

4174. j/ (1 - ln y) y’ + (1+ ln y) ( y ')* = 0. 

4175. y" = 2g¡/'. . . 

4176. coey-^+scny^y^. 

4177. ¡/tf' - (y')* » j,V- 

4178. gg" — yy' ln y = (y') 1 . 

4179. y"~y'(JL-2 4). 

4180. (a: + a) y" -+- z (i/') a = /. 

4181*. yy'y" = (/)» -i- (/)>. 

4182. z/-|(jO*-!/' = 0. 

En los ejercicios 4183—4188 resolver las ecuaciones mediante una 
sustitución conveniente: yy' — p, (y') 1 = p, xy' = p, — = p, etc. 

4183. xyy" + x (y') a = 3 W '. 4184. zy' = y' (e» - 1). 

4185. yy"+(yy=x. 4186. JL=°. 

4187. 

4188. yy‘ = y t (2Vyy ! -Á 
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En los ejercicios 4189—4199 hallar las soluciones particulares de 
las ecuaciones para las, condiciones iniciales que se indican. 


4189. y"(x>-' r \) = 2xy'; 

if|x =0 = l. 

y' U=o = 3- 

4190. zi/' + xÜ/') 2 - !/' = 0;: 

= 2,- 

y'|«z = l. 

4191. p'-f+f r 

y|x=*o — 0, 

y’ U =2 — 4. 

4192.. 2y" = 3y 2 ; ' 

y]»—z = 1. 

y' U—s* 3 — 1. 

4193. yy"~(yr-(y') 3 ; 


y' |*-i = -1. 

4194. j/V = —i; 


y' |wi =0. 

4195. y* — .pV=l; 

»iM-y 2 . 

.i 

, y 1,-0 = — 

4196. y“ = e VJ \ 

I/U-o-0, 

/Uo = l. 

4197. 2 (y'Y=y“ 1 (y —i): 

y|.-i =2, 

y'U-i = — 1. 

4198*. **/-(| l-xy')\ 

y|*-i“i. 


4199. y" = xy'+ y + i; 

y |«»o — 1 1 

«'Uo = 0. 


4200*. ¿Cuál es la línea cuya propiedad consiste en que el radio 
de curvatura en cualquier punto es proporcional a la longitud de la 
normal? Considerar el coeficiente de 
proporcionalidad igual a —1. +1, 

- 2 . + 2 . 

4201. Hallar la línea para la cual 
la proyección del radio de curvatu¬ 
ra sobre el eje Oy sea una constante 
igual a a. 

4202. Hallar la línea que pase por 
el origen de coordenades y para la 
cual el área del triángulo MTP (véase 
la (ig. 70) engendrado por la tangente 
en un punto M do la línea buscada, por 
la ordenada MP de este punto y por el eje de abscisas, y el área del 
triángulo mixtilineo OMP , están en razón constante e igual al nómero 

*(*>!)• 

4203. Hallar la línea para la cual la longitud del arco medida 
desde un cierto punto, es proporcional al coeficiente angular de la 
tangente al punto extremo del arco. 

4204. Un punto de masa m es lanzado hacia arriba verticalmento, 
con la velocidad inicial v 0 . La fuerza de resistencia del aire es igual 
a Ztu 5 . Si consideramos la vertical como el eje Oy, para el movimiento 
dirigido hacia arriba tendremos: 

diy 
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y para la caída tendremos: 



— mg + kv 2 , 


donde v = Hallar la velocidad del cuerpo en el momento en 
que efectúa la caída. 

4205. Un hilo flexible y no extensible es, suspendido por sus dos 
extremos. ¿Cuál sería la forma que adoptase, en estado de equilibrio, 
el hilo bajo la acción do una carga distribuida uniformemente a lo 
largo de la proyección del hilo sobre el plano horizontal? Se pres¬ 
cinde del peso del hilo. 

4206. Ilalfar la ley del movimiento rectilíneo efectuado por un 
punto material de masa m si se sabe que el trabajo realizado por la 
fuerza que tiene la misma dirección que el movimiento y que depende 
del trayecto, es proporcional al tiempo transcurrido desde que co¬ 
menzó. El coeficiente de proporcionalidad, es igual a k. 

4207*. Un rayo de luz, procedente del aire (índice de refracción 
m 0 ) incido sobre tin liquido cuyo indice de refracción es variable. El 
.ángulo de incidencia formado entróla vertical y la dirección del rayo 
es a„. El índice do refracción del líquido depende linealmente de la 
profundidad y es constante en el plano paralelo al horizonte, mien¬ 
tras que n la superficie del liquido es igual a m ¡,ala profundidad h, 
igual a /«n. Hallar la forma del rayo de luz en el líquido. (El índice 
de refracción del medio es invorsamente proporcional a- la veloci¬ 
dad do la propagación do luz.) 


■Casos particulares de las ecuaciones de órdenes 
Superiores 


Eu los ejercicios 4208—4217 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones. 

4208. j. 4209. |y" = cos 2x. 

4210.' 4211. (p')V 

4212. m/ v = p lv . 4213. ¡r=(/)». 

4214. jñfrrtttV. 4215. yy'-y'y’ = 0, 

4216. y'(1'+ (/)»] =3 í,'(¡,T 

4217. (s0 2 -y'ir= (4) 2 - 


Soluciones aproximadas 

4218. Al estudiar las oscilaciones de un sistema material dé un 
grado do libertad, se presenta la ecuación diferencial de la siguiente 
Forma y" = /, (x) -}- /. (y) (?*)■ "Résolver esta ecuación gráfi- 
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comienzo del experimento la resistencia de la disolución fue igual a 
fí„ = 2fi, la corriente inicial, 10 A. Hallar la depedencia (en forma 
de una sé'rie de potencias) entre el volumen del agua en el recipiente 
y entre el tiempo. 

4226*. Un circuito eléctrico está compuesto de la inductancia 
L = 0,4 henrios y un baño eléctrico, los cuales están conectados 
sucesivamente. La resistencia inicial del líquido en el baño fuo 
igual a 2 ohmios. Un litro del agua en el baño lleva d¡¡sueltos 10 g 
de cloruro de hidrógeno. La corriente eléctrica descompone el ácido, 
cambiando la concentración de la disolución (compárese con el ejer¬ 
cicio anterior en que cambia no la cantidad de sustancia disuelta, 
sino el volumen del disolvente). La tensión en los bornes es igual a 
20 V, el equivalente electroquímico k del cloruro de hidrógeno es 
igual a 0,000381 g/C, la corriente inicial, 10 A. Hallar la dependen¬ 
cia (en forma de una serie de potencias) entre la cantidad del ácido 
clorhídrico en la disolución y el tiempo. 

§ 4. Ecuaciones lineales 

4227. Las funciones x 5 y x* satisfacen cierta ecuación diferencial 
lineal homogénea de segundo orden.i Comprobar que constituyen el 
sistema fundamental y formar la ecuación. 

4228. Lo mismo, con respecto a las funciones e x y iV. 

4229. Las funciones x, x a , e* forman el sistema 'fundamen lali de 
soluciones do la ecuación diferencial lineal homogénea de tercer 
orden. Formar esta ecuación. 

4230. Las funciones x ?y x 3 forman el sistema fundamental de 
soluciones de la ecuación diferencial lineal homogénea de segundo 
orden. Hallar la solución de esta ecuación que satisfaga las condi¬ 
ciones iniciales y |*_, = 1, y' |_<, = 0. 

4231 ¿ Las funciones eos 8 x y sen 8 x satisfacen cierta ecuación li¬ 
neal homogénea de segundo orden: 

a) comprobar que forman el sistema fundamental de soluciones; 

b) formar la ecuación;- 

c) mostrar que las funciones 1 y eos 2x son otro sistema funda¬ 
mental de esta misma ecuación. 

4232*. Si y , es la solución particular de la ecuación 

y“ + y'P (x) + yQ (x) = 0, 

entonces, 

(C es una constante) también es la solución. Mostrar, esto aplicando, 
tres métodos: ' . . 

1) probando directamente, 2) sustituyendo y = y,z, 3) valiéndose 
do la fórmula de :Ostrogradski. 



a: § ^-'Ecuaciones lineales 


307 


' 4233. -Hallar la solución general de la ecuación (1 — x 2 )Jy" — 
— 2 xy'„ + 2 y '= 0 , conociendo su solución particular y,]— x y va¬ 
liéndose de la fórmula dol'ejercicio 4232. i . - L. 

4234. Resolver, la ecuación y"+-| y' -f y= 0 conociendo su solu¬ 
ción particular y, = 52Eí 

4235. La ecuación ,(2x — zr) y" •f (x 2 — 2) y\+ 2 (1 — x) y=. 
= 0 tieno la siguiente solucióp: y — e*. Hallar la solución de la 
ecuación que satisfaga las condiciones inicinlés y 1 *=, = 0 , 

H lar«l “ 1 * a .Vi, 

4236*. Hallar la condición necesaria y suficiente paca qiie la 
ecuación y" -f- y’P (x) — yQ (x) = 0 tenga dos soluciones lineal¬ 
mente independientes y, e y t tfue satisfacen la condición y,y, => 1 . 
4237*. Hallar la solución general de la ecuación 


(1 —x»)y‘— X y' + 9y *= 0, 

si su solución particular es un polinomio de tercer grado. 

En los ejercicios 4238—4240 es fácil dar con una solución par¬ 
ticular (sin tener en cuenta la solución trivial y = 0 ) para la ecua¬ 
ción dada. Hallar las soluciones generales de estas ecuaciones. 

4238. y"-tgi.y' + 2y = 0. 4239. V-y' + -|= 0. 


4240. y_- 5 ?^y + _| r=0 . 

4241. Hallar la solución general de la ecuación 


.i 3 y" — 3*V + 6 xy' — 6 y = 0 , 


conociendo las soluciones particulares y, = i, j, = x *. 

En los ejercicios 4242—4244 hallar las soluciones generales de 
las ecuacionos no homogéneas. 

4242. x’y' - xy' + y = 4x». 

4243. y"__i r y- + _l r y = a: _l. 

4244. (3z + 2x 2 ) y' — 6 (1 + x) y' + 6y = 6. 

4245. La ecuación (1 4- x 2 ) y’ + 2 xy' —2y = 4x 2 4 2 es sus¬ 
ceptible de tenor la siguiente solución particular: y = x *. Hallar la 
solución de esta ecuación que satisfaga lád 1 condiciones y !*=_, = 0, 
y' = 0. 


4246. Hallar los seis primeros términos de desarrollo en serie de 
potencias de la solución de la ecuación diferencial y" — (1 4 - x 2 ) y = 
= 0 que satisfaga las condiciones iniciales y = — 2 , y' — 2 . 

4247. Hallar los nueve primeros términos, de desarrollo en serie 
de potencias de la solución de la ecuación diferencial y' = x 2 y — y' 
que satisfago las condiciones iniciales y 1 .^, = 1 , y' | I=¡1 — 0 . 


20* 
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4248. Escribir en forma de serio de potencias la solución parti¬ 
cular do la ecuación y’ — xy' + y — \ = 0, y | I=() = 0, y' _!*=,, — 0- 

4249. Escribir en forma de serie de potencias la solución general 
de la ecuación y" = ye*. (Limitarse a los seis primeros términos.) 

4250. Escribir en forma de serie de potencias lá solución general 
de la ecuación y’ -f xy' — x*y — 0. (Limitarse a los seis primeros 
términos). 

Ecuaciones con coeficientes constantes 

En los ejercicios 4251—4261 hallar las soluciones generales de 
las ecuaciones. 

4251. y’ + y' -2y = 0. 4252. y’ - 9y = 0. 

4253. y' - 6y' = 0. 4254. y- - 2y' - y = 0. 

4255. 3y“ - 2/ - 8y = 0. 4256. y* + y = 0. 

4257. y’ + 6t/' + 13 y = 0. 4258. Ay’ - 8y' + 5y = 0. 

4259. y" — 2y' + y = 0. 4260. 4 —20+ 25x^0. 

4261. 2 y" + y' + 2 sen’ 15° eos* 15°p = 0. 

En los ejercicios 4262—4264 hallar las soluciones de las ecuacio¬ 
nes que satisfagan las condiciones iniciales que se indican. 

4262. p"-.4p' + 3j/ = 0; tf' — 10. 

4263. g" + 4¡í'+29p-0; y|x-o = 0, p'|*-o = 15. 

4264. Ay"+4y' + y*=0; y|_o=2, p'|*=e=0. 

4265. Sea dada la solución pnricular de cierta ecuación! lineal 
homogénea de segundo orden, con coeficientes constantes y x — e mx . 
El discriminante de la correspondiente ecuación característica es 
igual a cero. Hallar la solución particular do esta ecuación diferen¬ 
cial, la cual, junto con su derivada, se reduce a 1 para x = 0. 

4266. Hallar la curva integral de la ecuación y" -+- 9g =■ 0 quo 
paso por el punto M (n, —i) y que toque ía recta y + 1 = x — ji 
en esto mismo punto. 

4267. Hallar la curva integral de la ecuación y" 4- ky — 0, que 
paso por el punto M <x 0 , y„) y que toque la recta y — y B = a (x — x 0 ) 
en este mismo punto. 

En los ojorcicios 4268—4282 formar las soluciones generales de 
las ecuaciones no homogéneas buscando sus soluciones particulares 
mediante la selección conveniente o bien aplicando el método de 
variación de las constantes arbitrarias. 

4268. 2p' + V' - V = 2e x . 4269. y" + a*y = e*. 

4270. y’ — ly' + 6y = sen x, 4271. y’+ 2y' -4- 5y =» --y- eos 2x. 

4272. y’ - Qy' + 9y = 2x* - x + 3. 

4273. y" - 2y' + 2y + 2x. 4274. y ' + Ay' - 5 y = 1. 

4275. y" — Sy' + 2y = / (z), si / (x) es igual a: 

1) 10e-*; 2) Se»*-, 3) 2 sen x; 4) 2x> - 30; 5) 2e* eos \ \ 
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fi) X - <».-** -fr 1; 7) ef (3 4x); 8) 3x + 5,sen 2x'; 

9) 2e* — e~ tx ; 10) sen x sen 2x; 11) sh x. 

4276. 2 y" + óy' = f (x), si / (x) es igual a: 

1) 5x 3 — 2x — 1; 2) e*; 3) 29 eos x; 4) eos» x; 

5) O.le -3 ’ 5 '' —; 25 sen 2,5 x; 6) 29xsenx; 7) lOOx-e - * eos x; 

8) 3-ch 4-2. 

4277. y" — Ay' + Ay = / (x), si / (x) es igual a: 

1) 1; 2) e-*; 3) áé 3 *; 4) 2 (sen 2x + x); 5) sen x eos 2x; 

6) sen 3 x; 7) 8 (x* + e tx -f .sen 2x); 8) sh 2x; 

9) sh x + sen x; 10) e* — sh (x — 1). 

4278. y" + y = f (x), si / (x) es igual a: 

1) 2x 3 — x -f 2; 2) —8 eos 3x; 3) eos x; 4) sen x — 2e**; 

5) eos x eos 2x; 6) 24 sen* x; 7) ch x. 

4279. 5y" — 6p' + 5y — / (x), si / (x) es igual a: 

s 3 

I) óe 1 ; 2) sen x; 3) e 2X -¡-2x s -x + 2; 4) e 7 .cosa; 

i. / 

5) e 5 -sonyx; 6) 13 e*-chx. 

4280. ¡ ,--t-j, + ctg 3 x = 0. 4281. y’-2y' + y^ -rfa. 

4282. y’ — y' = l(x), si /(x) es igual a: 

1) ,£ tX ■; 2) /1 -e 2 '; 3) ideóse'. 

En los ejercicios 4283—4287 hallar las soluciones particulares de 
las ecuaciones que satisfagan las condiciones iniciales que se indican. 

s 


4283. 4g , + 16/ + 15g=4e "**; y |„o = 3, pL_ 0 = —5,5. 

4284. y - 2y’ + 10g = lOx 3 + 18x + 6; y U, = 1. y' | x „ 0 - 
__ 3 2 

4285. y" - y' - 2 (1 - x); y | x _, - 1, y' U, = 1. 

4286. y" — 2 y' = e x (x* + x — 3); y 1*=, - 2, y' f. r „ 0 = 2. 

4287. y" + y ■+ sen 2x = 0;_y !*>,« = y' | I= „ = 1. 

4288*. Mostrar que la solución particular y de la ecuación a 0 y" 

4- y' + a¡y = Ae vx (a 0 , o,, a 2 son los coeficientes constantes, p 

y A son los números realos o complejos) tiene la forma y 
si p no es la raiz de la ecuación característica q> (r) a o 0 r 3 -f- o,r + 
-j-aj = 0; y ?=e* 11 , si p es la raiz simple do la ecuación carac- 
turística; y = ^ e’ JX , si p es la raíz doble de la ecuación carac¬ 
terística. 

En los ejercicios 4289—4292 hallar las soluciones generales de las 
ecuaciones de Euler. 



310 


Cap. XIV. Ecuaciones diferenciales 


4289. iV — 9*y' + 21 y = 0. 4290. x 2 y' + xy' -+• y — x. 

4291. y*--2l + X = l.' 

9 x 1 *2 x 

4292. z 5 y" — 2zy' + 2y 4- x — 2r* = 0. 

4293. Si el eje del árbol de una turbina está colocado horizontal¬ 
mente y si el centro de gravedad de un disco que lleva el árbol, no 



Centro de gran dad 1 -^ 


Fig. 71 

está en el eje, la flexión y del eje del árbol (véase la fig. 71), al girar 
éste, satisface la ecuación 

(■ik ~ “*) V = S cos + 1 ®* e ’ 

donde m es la masa del disco, a es ol número constante que depende 
del Upo de sujeción que se emplee en lps extremos A y B; ce es la 
velocidad angular de la revolución, e es la excentricidad del centro 
de gravedad del disco. Hallar la integral general de esta ecuación. 

4294. Un punto material de masa de 1 g efectúa.el movimiento do 
repulsión a lo largo de una recta, desde un centro. La fuerza de re¬ 
pulsión es proporcional a la distancia que media entre el punto y el 
centro (el coeficiente de proporcionalidad es igual a 4), La resistencia 
del modio es proporcional a la velocidad del movimiento (ol coefi¬ 
ciente de proporcionalidad es igual a 3). Al comenzar el movimiento, 
la distancia entre el punto y el centro es igual a 1 cm, la velocidad, 
igual a cero. Hallar la ley del movimiento. 

4295. Una partícula de masa igual a 1 g avanza a lo largo de;una 
recta hacia el punto A, bajo la acción de cierta fuerza de atracción 
proporcional a la distancia que media entre la partícula y el punto A. 
A la distancia igual a 1 cm actúa la fuerza igual a 0,1 din. La resis¬ 
tencia del medio es proporcional a la velocidad .del movimiento o 
igual a 0,4 din a la velocidad de 1 cm/s. En el momento t = 0 la 
partícula se Italia a 10 era del punto A y siif Velocidad es igual a cero. 
Hallar la dependencia entre la distancia y el-tiempo y calcular la 
distancia para í = 3 s (con exactitud hasta 0,01 cm). 

-4296. Un punto material de masa'm se desplaza, a lo largo de la 
recta, del punto A al punto B, bajo la acción de la fuerza constante 
F. La resistencia del medio es proporcional a la distancia que medie 
entre el cuerpo y el punto B. En el momento inicial (en ol punto A) 
es igual a f {¡< P). La velocidad inicial del punto es igual a cero. 
¿Cuánto tiempo tardará el punto en desplazarse de A a 5? (AB — a). 





§ 4. Ecuaciones lineales '' 


311 


4297. Un cuerpo de masa igual a 200 g está colgado del muelle. 
Al ser extendido, éste en 2 Cm, el cuerpo fue sacado del estado de 
reposo y fue suelto (sin velocidad"¡Dicial). Hallar la ecuación del 
movimiento del cuerpo considerando la resistencia del medio pro¬ 
porcional n la velocidad del movimiento. Si el cuerpo se desplaza 
a la velocidad 1 cm/s,'el medio ofrece la resistencia igual a-0¡l kgf. 
La tensión del muelle al ser extendido en 2 cm os igual a 10 kgf. 
Se prescinde del poso del muelle. 

4298. Un zoquete do madera cilindrico (S =* 100 cmV h *= 

=* 20 cm. y = 0,5 g/cm 3 ha sido sumergido completamente en el 
agua yfsuelto sin.velocidad inicial. Considerando que la fuerza de 
rozamiento es proporcional a la altura de la parto Sumergida, escla¬ 
recer cuál debe ser pl coeficiente de proporcionalidad A- pora que 
sobre la superficie del agua aparezca exactamente la mitad del zo¬ 
quete, como resultado de la primera subida. , 

¿Cuánto tiempo (t,) durará la primera subidá? 

¿Cuál os la ecuación del movimiento dudante la.primera subida? 

4299*. Un tubO.l&ígo y estrecho.gira-alreriedor'do un eje verti¬ 
cal y perpendicular a aquél, con velocidad angular lo. En el momen¬ 
to inicial, a la distancia o 0 del eje; en el ihtél'ibr'dcl tubo hubo un 
pequeño globo de masa m. Considerando que en el momento inicial 
la velocidad del globo, respecto al tubo, era igual á coro, hallar la 
ley del movimiento del globo respecto al tubo. 

4300. Resolver el problema del ejercicio anterior suponiendo 
que el globo está sujeto al punto O con un muelle. La fuerza con 
que el tnuolle actúa sobre el globo os proporcional a la deformación 
del muelle, la fuerza igual a k dinas modifica la longitud del muelle 
on 1 cm.- La longitud del níiiello en estado libre es igual a a 0 . , 

, . Ecuaciones de órdenes superióres 

En los ejercicios 4301—4311 bailar las soluciones generales de 
las ecuaciones. 

4301. t/--!-9í/'=0; 4302. tf tiV)_l3y'+36¡/ = 0. 

4303. y< IV > = 8y" — 16y. 4304. y<‘V>=16y. - 

4305. y’ - I3i i - 12y = 0. 

4306. y' — 3/ + ’iy' — y - 0. 

4307. y"- wi -f 2y' +y~ —0. 4308. y" 1 ' = 

4309. yOV) + y = 0'. 

4310. ü4y( VIH » + 48y< VI >+ 12y< iv >-f-y' = 0. 

4311. r+7K""'+ n( ".'¡ 1> {d"'*+...+Yy , -l-y~0- 

4312. y’=-y-; j/|*=o = 2, y'|*-o = 0, y'| x=0 = -1. 

4313. y< v ' — y'; y|x=o = 0, y'|*-o = l. y"]x-o = 0, 
<TUo=l, ¡d ,v) U-o —2. 
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En los ejercicios 4314—4320 formar las soluciones generales de 
las ecuaciones no homogéneas, buscando sus soluciones particulares 
mediante la selección conveniente o bien aplicando el método de 
variación de las constantes arbitrarias. 

4314. y ” — Ay" +- 5 y’ — 2y = 2z + 3. 

4315. y" - 3y' + 2y .= e** (4x* + Ax — 10). 

4316. gl’V) _j_ 8 y" 4 . I 6 g = eos x. 

4317. y (IV> -i- 2oV + 'a*y = eos oí. 

4318. yon + y" = *■_!. 

4319. - y = xe x + eos x. 

4320. gHV) — 2 y" +- y ** 8 (e* + e~ x ) + 4 (sen x + eos x). 

4321. y - + 2y" + y' + 2c-»* = 0; y 1^» = 2, 

v' I*—o = i> y l*-« = i- 

4322. y- - y' = 3 (2 - *»); g 1^, = y' 1_„ = y’ |,_ - 1. 

4323. Resolver la ecuación de Eular x?y" + xy' — y =• 0. 


4324.1 


§ 5. Sistemas de ecuaciones 
diferenciales 


í £=*-7*. 

1 ^-+2x + 5y — 0. 


:x—3y, 


4324.3. 


4324.5 


¿1 

1i : 




^=>x—2y—s, 

*■=*-*• 


4324.2. 


4324.4. 


4324.6. 


£ = 2 *+"’ 


"dT 


i3z + 4g. 


-£ = 1-0 + *, 
±¡L = x + y-z, 


di 

Si'- 


-2x-y. 


fc-a,-,+.. 

f-*+»+«._ 


(las raíces de la ecuación caractérística son r, = 1, r-=2, V 3 — 5). 


4324,7 


§ = 2x +¡ z, 

^• = i+3g—z, 

<fc 


-jj-= 2g+3z—x 

(las raíces de la ecuación característica son r I = 2, r ¡,3 = 3± i). 
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4325. 


4326. 


4328. 


4330 


4332. 


dx 

r* 



f = 2¡,-5* + e ',. 


í m'-x(y--^\ 

4327. 

1 yV = x(2'=|jr 

f = x-6 ! / + e -»'. 


4329. 



I aaz+a*+g*i*0. 

, 2x1/ 



» X Z— yX_ JÍ 1 

4331. « 

z = (z— g) 2 , 

y = z'(z-y)\ 

, 2xs 

2 ,2_yí_,2 • 

4 ■^■-■^■ + 3X=Sení ' 

4333. 

Í4-*. 

•^+¡/-cosf. 

1 d¡x 


4334. 


l *+«-*■ 


4335. 


dx 

t — V 


dy 

x — 2 


dz 


y-z 


En los ejercicios 4336—4339 hallar las soluciones particulares de 
los sistemas de ecuaciones diferenciales que satisfagan las condiciones 
iniciales indicadas. 


4336. 


dy _ y 2 —yz 

dx x l — 1/2 ’ 
dz _ z(x-\-y ) 
dx x 2 — yz * 

dx t 2x 


4337. i * j. 


y |y*0 — 

Z|x-0 = —1. 

*1'-' =4 : 

y li-i s 


3 ■ 


4338. 


J^^z + y-x, 

%-,+x- ¥ . 


X í * 

y |f-o = z |t-o = U. 
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4339. 



x |,=o — — 



TF“*+* 

* l*=o = 0. 


4340. Hallar la pareja de líneas que posean las siguientes propie¬ 
dades: a) las tangentos trazadas en los puntos de abscisas iguales, se 
cortan en el eje de ordenadas; b) las normales trazadas en. los puntos 
de abscisas iguales, se cortan en el eje de abscisas; c) una de las lí¬ 
neas pasa por el punto (1, 1), la otra, por el punto (1, 2). 

4341. Sean dados dos líneas: y — / (x), que pasa por el punto 

(0, J) e y = | /(<) dt, quo pasa por el punto (0, y) . 

— 00 

Las tangentes trazadas a las dos líneas en lOs puntos de abscisas 
iguales, se cortan en el eje de abscisas. Hallar la línea y = / (a-)- 

4342. Hallar la linea alabeada que paso por el punto (O, 1, i) 
y que posea las siguientes propiedades: a) al desplazarse el punto 
de contacto o lo largo de la linea, la proyección de la tangente on el 
plano Oxy describe la bisectriz del ángulo formado entre las direc¬ 
ciones positivas do los ejes Ox y O y, b) la distancia que media entre 
la citada proyección y el origen de coordenadas es igual a la coorde¬ 
nada z dol punto de contacto. 

4343. Dos pequeños globos de sendas masas m, están ligados por 

un muelle muy ligero (su alargamiento es proporcional a la fuerza 
de extensión). La longitud del muelle no extendido es l 0 . El muelle 
ftto extendido hasta l, y luego, en el momento l ** O ambos globos 
situados verticalmente uno encima del otro, comienzan a caer (se 
prescinde de la resistencia dol medio). Al cabo de-un lapso de tiempo 
igual a T, la longitud del hilo se reduce hasta l 0 . Hallar la ley del 
movimiento de cada uno do los globos. v . * 

4344. Un tubo horizontal gira alrededor del eje vertical con 
velocidad angular igual a 2 radiantes por segundo. En el interior del 
tubo se encuentran dos pequeños globos de masas iguales a 300 g 
y 200 g, respectivo mentu, estando más alejado del eje de •revolución 
el que pesa más. Están ligados por'uñ muelle imponderable elástico 
y no extendido do 10 cm de longitud. La fuerza de extensión igual a 
0,24 N actúa sobre el muelle debido a lo cual éste queda alargado en 
1 cm. El centro de gravedad del sistema de los globos se halla alejado 
10 cm del eje de revolución. Los globos se mantienen en la posición 
descrita por cierto mecanismo. En el momento considerado como do 
referencia para comenzar a medir el tiempo, la acción del mecanismo 
cesa, y los globos se ponen en movimiento. Hallar la ley del moví- 
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miento de cada uno de los-globos respectó al tubo. (Se prescinde del 
rozamiento.) 

4345. La velocidad del crecimiento de los cultivos microorgá- 
nicos es proporcional a su cantidad y a. la cantidad, disponible de 
sustancias nutritivas (¿el coeficiéiito dé proporcionalidad es iguala 
k). La velocidad de disminución de sustancias nutritivas es propor¬ 
cional a la cantidad/disponible" de. microorgaiiismos (el coeficiente 
de-proporcionalidad es-igual a k¡). Al comienzo dol experimento en 
la vasija hubo /l 0 microorganismos y B, sustancias nutritivas. Hallar 
la dependencia entre la cantidad A de microorganismos y la canti¬ 
dad fí de sustancias nutritivas, y el tiempo (k t> 0, k, > 0). 

4346*. Supongamos que las> bacterias se multiplican'con veloci¬ 
dad proporcional a su cantidadr.di'sponible (el coeficiente de propor¬ 
cionalidad es igual a a), poro al mismo-tiempo elaboran un voneno 
que las va inatando, con velocidad proporciona] a la cantidad del 
veneno y a la cantidad de bacterias (el coeficiente de proporcionali¬ 
dad es igual a b). Supongamos también que la velocidad con que se 
elabora el veneno, es proporcional a la cantidad disponible de bacte¬ 
rias (el coeficiente de proporcionalidad es igual a c). Primero la can¬ 
tidad de bacterias crece alcanzando cierto valor máximo, pero luego 
decrece tendiendo a cero. Mostrar que para cualquier momento t 
la cantidad N de bacterias se da por la fórmula 

Ar =_ iM 

donde M es el máximo do bacterias y el tiempo t so mido a partir del 
momento en que N = M, k es cierta constante. 

4347. Dos cilindros cuyas bases se hallan on un mismo plano 
están unidos abajo por un tubo capital y contionen un liquido, de 
altura desigual (H, y //«). En una unidad de tiempo, cierto volu¬ 
men del líquido pasa a través del tubo, siendo proporcional a la 
diferencia de 1 alturas, es decir, igual a <x-(h, — /; 2 ), donde a es el 
coeficiente de proporcionalidad. Hallar la ley que rige el cambio 
de la altura del líquido en los cilindros situados encima del tubo 
capilar. La sección transversal de los cilindros es S¡ y S». 


§ 6. Problemas de cálculo 

4348. Un aparato eléctrico calienta 1 kg del agua, siendo sumer¬ 
gido en su interior. La capacidad calorífica del agua so considera 
constante y la temperatura inicial igual a 0 O . La resistencia fí del 
aparato eléctrico depende linealmento de la temperatura 6: R = 
¡= R, (1 + 0,0046), donde fí, es la resistencia a 0° C (esta loy es 
válida para la mayoría de los metales puros). El termoaislamiento 
de la vasija es perfecto debido a lo cual se prescinde de la pérdida de 
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calor. Hallar la dependencia entre la temperatura 8 y el tiempo t 
en el intervalo 0 .< t <; T si: 

1) La tensión E se introduce uniformemente desde E = 0 hasta 
E — E¡ por espacio de T s. Calcular con exactitud hasta I o , cuántos 
grados aumentará la temperatura del agua al finalizar el décimo mi¬ 
nuto si 0, = 0 o , E¡ = 110 V, i? 0 = 10Q y T = 10 min. 

2) La tensión cambia de acuerdo con la ley E =» E„ sen 100 stí. 
Calcular, con exactitud hasta I o , cuántos grados aumentará la tem¬ 
peratura del agua al finalizar el décimo minuto si 0„ = 0 o , E 0 = 
= 110 V y R a = 10Q. 

4349. Úna espiral cuya resistencia es igual a 24Q calienta un 
litro del agua que cede, por su parte, su calor al medio ambiente 
cuya temperatura es igual a 20° C (la velocidad del enfriamiento es 
proporcional a la diferencia de la temperatura del cuerpo y la del 
medio). Se sabe que si la corriente se desconecta, la temperatura del 
agua baja do 40° a 30° en 10 minutos. La temperatura inicial del 
agua es de 20° C. ¿Cuál será la temperatura del agua al calentarse 
diez minutos si: 

1) La tensión so introduce uniformemente desde E 0 «= 0 hasta 
E , = 120 V por espacio de 10 minutos? La oxactitud debe ser de 
0 , 1 °. 

2) La corriente es alterna, la tensión cambia de acuerdo con la 
fórmula E = 110 sen lOOnt? La exactitud debe ser 0,1°. 

4350. Sea dada la ecuación y' = y — x 3 . Formar la tabla do los 
valores de la solución que satisfaga la condición inicial y 1*,=, = 1 
dando a x los valores de 1 hasta 1,5 con intervalo igual.a 0,05. Los 
cálculos deben efectuarse hasta la tercera cifra decimal. 

4351. Para x = 1 calcular el valor de la solución particular de la 
ecuación diferencial y' = y -f- x que satisfaga la condición inicial 
y j x =o — 1. Calcular las cinco primeras aproximaciones y„ y d , 
</ 4 , ys (hasta la cuarta cifra.decimal) aplicando el método do las apro¬ 
ximaciones sucesivas. Comparar los resultados. 

4352. Se sabo que la integral j dx no se puede expresar 
mediante funciones elementales. Aprovechando que la función 'y = 

ar 

- e* 1 \ e-<* dt es la solución do la ecuación diferencial y' = 2 xy -|- 

ó 


v 

1, calcular \ e~ x ‘ dx. Aplicar el método de las aproximaciones 


o 


sucesivas y limitarse a la quinta aproximación. Comparar el resul¬ 
tado con el valor aproximado calculado por la regla de Simpson. 

4353; y = j (x) es la solución de la ecuación diferencial </'*= 
.== y 1 — x siéndo la condición inicial y í. Hallar la cuarta 



§ 6. Problemas de cálculo 
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aproximación {y t ) aplicando el método de las aproximaciones suce¬ 
sivas limitándose a tan canti.dad.de sumandos : gue sea necesaria para 
calcular (Ó;3) !> cóñ trfesíícifras'-decimales. Luego, hallar varios pri¬ 
meros términos de desarrollo de / ( x) en serie de potencias; calcular 
/ (0,3) con tros cifras exactas después do la coma; considerando 
/ (0,3) como resultado más exacto, evaluar el error de t/ 4 (0,3). 
4354. y = f (x) es la solución de la ecuación diferencial y’ = 

= 2—— dadas las condicionos iniciales y |*=o = li U‘ I x-o = 0. 
Hallar / (1,6) con exactitud de 0,001. 

4355*. y ■=» / (x) es la solución de la ecuación diferencial y" = 
= u' — y x dadas las condiciones iniciales y | x _, = 1, y' |*=»i = 
= 0. Hallai;7.:(l',21) con exactitud de 0,000001. 

4356*. y = / (x) es la solución de la ecuación diferencial y" « 
= xy' — y + e* dadas las condiciones iniciales y |*= 0 — 1, 

y' L-o = 0. Hallar f (-j) con exactitud de 0,0001. 

4357. La línea viene dada por la ecuación y = / (x). Hallar el- 
desarrollo de la función /(x) en serie sabiendo.que satisface la ecua¬ 
ción diferencial y’ = xy y las condiciones iniciales y |,»i = 0, 
y '=» 1. Calcular la curvatura "dé la línea en el punto cuya absci¬ 
sa es igual a 1, con exactutud de 0,0001. 



Capítulo XV 


Series trigonométricas 


§ 1. Polinomios trigonométricos 


4358. Valiéndose de las fórmulas de Epler .'os » = ' 

y sen»™— — - demostrar que las funciones sen"» y eos"» 

son susceptibles de ser presentadas en la forma do polinominos 
trigonométricos de n-ésimo orden. 

4359. Demostrar las relaciones 

2 a 2a 

j sen" » co» mx dx = J sen" x sen mx dx = 

0 o 

2a 2a 

= J eos" x eos mx dx = j eos" » sen mx dx = 0 
o o 

si m> n (m y n son números enteros). 

4360. Mostrar quo cada polinomio trigonométrico de n-ésimo or¬ 
den que contieno solamente cosenos, es susceptible de ser presentado 
en la forma P (eos <p). donde P (») es el polinomio de n-ésimo orden 
respecto a ». 

4361. Demostrar la relación valiéndose de la fórmula de Euler 
(véase el ejercicio 4358) 

- CII '"f CD3 <"-H)9 
coscp-f eos 2<p+ ... -+■ eosnq>*=- 


4362. Demostrar las relaciones: 


■* 


1 ) cos<p+cos3<p+ ... +cos(2n — 1)<p— ; 


2 ) sen <p-(-sen 2q>-f-... + sen ntp = 


no (» 4-1| ro 
sen-Jüsen-L- T 








Demostrar que ó, = b* — b, = ... = 0 y a 0 = a 1 — a A — . . . 
. . . =0. 

4370. Ln función / (x) satisface las condiciones 

/ (— 1 ) = —i (x) y / (z + re) = — / (z). 

Demostrar que a 0 = a, = u» = ... =0 y = 6 t ~ b e — . . . 

. . . - 0 . 

4371. La función / (z) satisface las condiciones: 

a) / (—z) •= / (z) y / (z + «) = / (*). 

“ b) / (—z) - -/ (z) y / (z + re) = / (z). 

¿Cuáles de sus coeficientes do Fourier so reducen a cero? 


4372. Desarrollar la función igual a — 1 en serie de Fourier en el 
intervalo (—re, 0) e igual a 1 on el intervalo (Ó, re). 

4373. Desarrollar la función y = y — y en el intervalo (0, re) 
en serio de senos. 

4374. Valiéndose de los resultados de los ejercicios 4372 y 4373 
obtener el desarrollo para las funciones y — z e y ■= .Indicar 



Fig. 72 


los intervalos para los cuales sean válidas las fórmulas obtenidas. 

4375. Desarrollar la función y = y— y on el intervalo (0, re) 
en serie de cosenos. 

4376. Desarrollar la función y = z* en serie de Fourier: 1) on el 
intervalo (—re. re), 2) en el intervalo (0, 2re) (véanse, las figuras 
72 y 73). 

Valiéndose de los desarrollos obtenidos calcular las sumas de las 
series: 

s * = V+’é’+ik + • • • + ^ + 

+ + •••+ (2n-lF + 



§ 2. Series de Fourier 
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En los ejercicios 4377—4390 desarrollar en serio de Fourier las 
funciones dadas en los intervalos que se indican. 



• Fig- 73 

4377. La función y — x 2 en el intervalo (0. ji) en serie de senos. 

4378. La función y — a? en el intervalo (—n, n). 

4379. La función / ( x ) igual a 1 para — n < x < 0 e igual a 3 
para 0 < x < n. 

4380. La fpnción / (x) igual a 1 en el intervalo (0, h) e igual a 0 
en el intervalo ( h , n) en serie de cosenos (0 < 7i < n). 

4381. La función continua / (x) igual a 1 para i = 0e igual a 0 
en el intervalo (2 h, ji) y lineal en el intervalo (0, 2h) en serie de co- 
sonos (0<1 í< n/2). 

4382. La función y = | x ( en el intervalo (— l, I). 

4383. La función y «= e* — 1 en el intervalo (0, 2n). 

4384. La función y = e* en el intervalo (— l, l). 

4385. La función y = eos ax en el intervalo (—n, n) (a no os 
un número entero). 

4386. La función y — sen ax en el intervalo (— n, «) (a no es un 
número entero). 

4387. La función y — sen ax (a as un nú redro entero) en el in¬ 
tervalo (0, n) en serie de cosenos. 

4388. La función y = eos ax (a es un número entero) en el in¬ 
tervalo (0 , ji) en serie de senos. 

4389. La función y — sh ax en el intervalo (—n, n). 

4390. La función y = ch x en el intervalo (0, n) en serie de co¬ 
senos y en serie de senos. 

4391. Dasarrollar en serie de Fourier la función cuya gráfica está 
representada en la fig. 74. 

4392*. Desarrollar en serie de Fourier la función cuya gráfica 
está representada en la fig. 75. 


21-0176 
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Cap- XV. Series trigonométricas 



Fíg. 75 

4393*. Desarrollar en serjq do Fourier las funciones cuyas grá¬ 
ficas están representadas en las figuras 76 y 77. 




■Fig. 77 

4394. Desarrollar lá fuucióh V = *•(*' — .*).en serio, de, senos en 
el interyalo (0. n). Aplicar el resultado obt'énido para calcular Ja 
Suma de'-liv serte 

1,1 1 , . 


1 - 


• 35' + "?• + - - • + 


■+ 


4395. Sea la función <p (x) = (n ! — i 1 ) 2 . 




§ 3. Método de Krilov. Análisis armónico 
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a) Mostrar que se verifican las igualdades 

<P (—*) = <P ("), f' (—n) = f' (n) y cp" (—n) = <p" (n) 

[pero (p'í—jt) =?t<p' (it)J. 

b) Valiéndose de los.resultados obtenidos desarrollar la función 
<p ( x) en serie de Fourier en el intervalo (—jt, it). 

c) Calcular la suma de la serie 


í . 1 i 1 1 , , í— i)™-’ , 

1 “’ar+TT—4T+---+- 1 * - +••• 


§ 3. Método de Krilov. 

Análisis armónico 

En los ejercicios 4396—4399 mejorar la convergencia de las se¬ 
ries trigonométricas haciendo que los coeficientes alcancen el orden 
k indicado entre paréntesis. 

« 

4396». 2 5011 nz (* —4). 

n™ 1 

4397*. 2 (-ir'-^-senni (* = 2). 


4398*. 2 eos ni (k — 4). 


nn 

n sen — 


4390*. 2 ——eos nx (A:=*5). 

nm 2 '* ! “ 



4400. Las funciones f, (x) (t = 1,2, 3) son' dadas on el intervalo 
[0, 2 jiI por la siguiente tabla: 


n 

6 

71 

3 

12 

35 


Hallar la-expresión aproximada de estas funciones en forma de un 
polinomio trigonométrico' de segundo orden. 1 


21* 




















Capítulo XVT 


Elementos 

de la teoría del campo* 


Campo vectorial, divergencia y rotor 

4401. Hallar las lineas vectoriales del campo homogéneo A ( P) = 
= ai 4- b;¡ + ck, donde a, b y c son constantes. 

4402. Hallar las líneas vectoriales del campo plano A (P) — 
= —íoyi + (oxj, donde to es constante. 

4403. Hallar las líneas vectoriales del campo A (P) = — 
— i :yi + ioxj +- hk. donde ti) y h son constantes. 

4404. Hallar las líneas vectoriales del campo: 

-1) A (P) = (y + z) i — xj — xk\ 

2) A (P) = (z - y) i + <* - z)j + (y - x) fc; 

3) A (P) •= x (y 3 — z 5 ) l — y (z s + x 1 ) j + z (x 2 + y') k. 

En los ejercicios 4405—4408 calcular la divergencia y el rotor 

de los campos vectoriales dados. 

4405. A (P) = xi + yj + zk. 

4406. A (P) = (y- + z l ) i + (z 1 + * ! ) i + (i 3 + y") &• 

4407. A (P) = x‘-yzi + xy 2 zj + xyz 2 k. 

4408. A ( P) = grad (x- + y- + z'-). 

4409. El campo vectorial está formado por una fuerza que tiene 
el valor constante P y la dirección positiva del eje do abscisas. Cal¬ 
cular ía'di'vcrgencia y el rotor de este campo. 

4410. El campo vectorial plano está formado por una fuerza in¬ 
versamente proporcional al cuadrado de distancia que media entre 
él punto de su aplicación y el origen de coordenadas, y dirigida hacia 
el origen do coordenadas. (Por ejemplo, el campo eléctrico plañó for¬ 
mado: por una carga puntual.) Hallar la divergencia y el rotor do 
este campo. 

4411. Hallar la divergencia y el rotor del campo espacial cuyas 
propiedad^ son los mismas que caracterizan el campo en el ejercicio 
4410. 

* Los ejercicios (lile contienen prohlcmas referentes o las propiedades del 
campo escalar y su gradiente aparecen en el § 4 del capítulo XI. 
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_ Cap. XVI. Elementos de la leona del campo 

4412. El campo vectorial está formado por una fuerza inversa¬ 
mente proporcional a la distancia que media entre el punto de su 
aplicación y el eje Oz, perpendicular a este eje y dirigida hacia él. 
Calcular la divergencia y el rotor de este campo. 

4413. El campo vectorial está formado por una fuerza inversa¬ 

mente proporcional a la distancia que media entre su punto de apli¬ 
cación y el plano xOy, y dirigida hacia el origen de coordenadas. 
Calcular la divergencia de este campo. 1 

En los ejercicios 4414 y más adelante r os el radio vector, r = 
=> fr |, su módulo. 

4414. Calcular div ( ar ), donde a es el escalar constante. 

4415. Demostrar la relación 

div (<p A) = q> div A + (A grad q>). 

donde q> = <p (x, y, z) es una función escalar. 

4416. Calcular div b (ra) y div r ( ra ), donde a y b son vecto¬ 
res constantes. 

4417. Calcular div (a x r), donde a os un vector constante. 

4418. Sin pasar a las coordenadas, calcular 1a divergencia del 
campo vectorial: 

1) A (P) = r (ar) — 2ar 2 \ 

• 2 

3) g»d T i-Uf 

4419. Calcular la divergencia del campo vectorial 

¿«-/(Ml-jíp 

Demostrar que la divergencia del campo es igual a cero solamente 

c c 

cuando/(| r | )=. si el campo es espacial, y / (1 r |) = j-^-|, 
si el campo es plano, donde C es cualquier número constante. 

4420. Demostrar que 

rot U, ( P) + A t (P) 1 = rol A t (P) + rot A t (P). 

4421. Calcular rot I ifA (/’)!. donde q> = <p (x, y, z) es una fun¬ 
ción escalar. 

4422. Calcular rot ra donde a- es un vector constante, 

4423. Calcular rot. (« X r) donde a es un vector constante. 

4424. Un sólido gira con la-velocidad angular constante cu alre¬ 
dedor del eje. Hallar la divergencia y el rotor del campo de veloci¬ 
dades lineales. 
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Gap. XVI. Elementos de la teoría del caí 


4425. Demostrar la relación : 

n (grad (An) — rot (A X n)) ~ div A, 
si n es un vector constante singular. 


Es sumamente conveniente aplicar el vector simbólico V (el operador nabla 
de Hamilton) a las operaciones diferenciales del análisis vectorial (grad, div, 
rot): 


*-4‘+í'+4- fc - 


La aplicación de este operador a una u otra magnitud (escalar o vectorial) 
debo sor comprendida do la manera siguiente: conviene efectuar, de acuerdo con 
las reglas del álgebra vectorial, la multiplicación de este vector por la magni¬ 
tud dada; luego la multiplicación del símbolo ^ , etc., por la magnitud S debe 

considerarse como la búsqueda do la derivada correspondiente. Entonces se ,tiene 
grad u =■ Vu; div'A « Vst; rot -d(= V X á. 

El operador do Hamilton os válido también para ser aplicado a las opera¬ 
ciones diferenciales do segundo orden: 

W u div grad u; VXpu= rot grad u; 

W (V.d) = grad div A: V (V X A) -= div rot A; 

V X (V X A) * rot rot A. 


4426. Demostrar que r-Vr n = nr n , donde r es el radio vector. 

4427. Demostrar las relaciones: 

1) rot grad u = 0; 2) div rot A = 0. 

4428. 'Demostrar que 


dtvgrad u —+ -gjr +■• 


(Esta expresión se llama operador de Laplace y suele ser designada 
por Au. También puede ser usado el operador de Hamilton para es¬ 
cribirla en la siguiebte forma Au — (W) u = V*U.) 

4429. Demostrar que 

rot rot A ( P ) = grad div A ( P) — A A (P), 


donde A.4. ( P ) — AA x i + AAy* -(- A A t k. 


Potencial 

4430. El campo vectorial está formado por el vector constante A. 

Verificar que este campo tiene potencial y hallarlo. í 

4431. El campo vectorial está formado por la fuerza proporcional 
a la distancia que media entre el punto de su aplicación y el origen 
de coordenadas, y dirigida hacia el origen de coordenadas: Mostrar 
que este campo es conservativo, y hallar el potencial. 
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4432. Las fnerzas del.campó son inversamente proporcionales a la 
distancia que media entre-los puntos de su aplicación y el plano 
Oxy , y dirigidas hacia el origen do coordenadas. ¿Es conservativo 
este campo? 

4433. Las fuerzas del campo son proporcionales al cuadrado de 
distancia que media entre los puntos do su aplicación y el eje Oz 
y dirigidas hacia el origen el do coordenadas. ¿Es conservativo este 
campo? 

4434. El campo vectorial está formado por la fuerza inversamen¬ 
te proporcional a la distancia que media entre el punto de su aplica¬ 
ción y el eje Oz, perpendicular a este eje y dirigida hacia él. Mostrar 
que esto campo os conservativo y hallar su potencial. 

4435. El campo vectorial está formado por velocidades lineales 
de los puntos de un sólido que gira alrededor de su eje. ¿Tiene poten¬ 
cial este campo? 

4436. Las fuerzas del campo son dadas dol modo siguiente: 
A (P) = / (r) — (el así llamado campo centrado). Mostrar quo el po¬ 
tencial del campo es igual a 

T 

u (x, y, s) — j / (r) dr (r = Vx^+^ + z 1 ). 

a 

Obtener de aquí, como caso particular, 
el potencial atractivo ,de la masa puntual 
y el potencial del campo paro el ejcrdicio 
4431. 

4437. Hallar el trabajo de los fuerzas 
dol campo A ( p ) = xyi + yzj -f- xzk al des¬ 
plazarse el punto de masa m a lo largo de 

una línea cerrada compuesta de un segmento,de la recta x + ¡=1, 
y = 0, la cuarta parte do la circunferencia x* + y 2 = 1, z — 0 y 
un segmento dé la recta y + a = 1, x = 0 (véase la fig. 78) según 
la dirección indicada en el dibujo. ¿Cómo cambiaría el valor del 
trabajo si. el arco BA fuese sustituido por la línea quebrada BOA o 
por el segmento BA? 

Potencial de fuerza de atracción *) 

4438. Sea dada una barra homogénea AB de longitud 21 y de 
densidad lineal ó, situada en el plano 0 |t) y en. el eje <?| simétrico 
respecto al origen de coordenadas (véase la fig. ,79). 

* Aqui (en los ejercicios-4438—4449) se tiene en cuenta lá fuerza do la gra¬ 
vedad que actúa, de acuerdo con la ley de Newton. En voz de decir el «potencial 
de la masa* situada sobre (o dentro de) un objeto geométrico, diromos, para 
abreviar, el «potencial del objeto dado». 
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Cap. XVI. Elementos da la teoría del cam] 

a) Hallar el potencial u (x, y) de la barra. 

b) Mostrar que las proyecciones X e Y de la fuerza de atracción 
sobre el punto P de masa m cuyas coordenadas son £j= x, ¡r¡ = }y, 
son iguales a 

y el valor de la fuerza resultante R es igual a R = 



Fig. 79 


= — ”** • sen y («+P), donde k es la constante de la gravitación 
(C es la proyección del punto P sobro el eje Os, a es el ángulo 
APC , p, el ángulo BPC). 

4439. Hallar el potencial de la circunferencia i' + 9 1 = f? 8 , 
z = 0 en el punto (R, 0, 2 R), si la densidad en cada punto es igual 
al valor absoluto del seno del ángulo formado entro el radio vector 
del punto y el eje de abscisas. 

4440. Hallar el potencial de la primera espira de la hélice homo¬ 
génea (la densidad es igual a Ó) x = a eos t, y = a sen t, z = bt en 
el origen de coordenadas. 

4441. Hallar el potencial del cuadrado homogéneo de lado a 
(la densidad superficial es igual a Ó) en uno do sus vértices. 

4442. En ol plano Oxy viene distribuida una masa do densidad 
ó, que va disminuyendo desde el origen de coordenadas mediando 

entre ellos 1a distancia p, de acuerdo con la ley ó = ■ Hallar el 

potencial en el punto (0, 0, h), (Considerar tres casos: h < 1, h = 1 

y h>l). 

4443*. Calcular el potencial de la superficie homogénea lateral 
de un cilindro circular: 

1) en el centro de su base, 

2) en el centro de su eje (el radio del cilindro es R, la altura II, 
la densidad superficial, Ó). 

4444. Calcular el potencial de la superficie lateral homogénea de 
un cono circular recto (el radio de la base es R, la altura, H) en su 
vértice. 
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4445. Sea dado un-cilindro circular homogéneo (el radio de la 
base es i?, la altura, ,lf, la densidad, ó). 

1) Hallar el potencial en el centro de su base. 

2) Hallar el potencial en el centro de su eje. 

4446. Sea dado un cono recto circular homogéneo (el radio de la 
baso es R, la altura, H, la densidad, 6). Hallar el potencial del cono 
en su vértice. 

4447. Hallar el potencial de la somiesfera homogénea + ST-- 
z ! < -R s (z > 0) cuya densidad en el punto A (0, 0, a) es igual 

a 6. (Considerar dos casos: a R y a R). 

4448*. Hallar el potencial del cuerpo homogéneo limitado por dos 
esferas concéntricas de radio fl y r(fl> r), respectivamente, y de 
densidad 6, en el punto que dista a del centro de la esfera. (Conside¬ 
rar tres casos: a > R, n< r, r < a < fl.) Mostrar que si el punto 
se halla dentro de la cavidad del cuerpo, la fuerza do gravitación 
que actúa sobre este punto, os igual a cero. 

4449. Hallar el potencial de la esfora maciza no homogénea 

*■ + y 1 + * s < R 

en el punto A (0, 0, a) (a > R), si la densidad ó = Xz a , es decir, es 
proporcional al cuadrado de distancia que media entre dicho punto 
y el plano Oxy. 


Flujo y circulación (caso plano) 

4450. Calcular el flujo y la circulación dol vector constante A a 
lo largo de una curva cerrada cualquiera L. 

4451. Calcular ol flujo y la circulación del vector A (P) — ar, don¬ 
de a es escalar constante y r es el radio vector del punto P, a lo lar¬ 
go de una curva cerrada cualquiera L. 

4452. Calcular el flujo y la circulación del voctor A (P) — xi — 

— yj a lo largo de una curva cerrada cualquiera L. 

4453. Calcular el flujo y la circulación del vector A (P) = 

— (j? _ y) i 4 - (y 3 -f- i) j a lo largo de la circunferencia de radio R 
cuyo centro so llalla en el origen de coordenadas. 

4454. El potencial del campo de velocidades de las p artículas 
de un fluido corriente es igual a u — ln r, donde r = ]^z a + ff a . 
Calcular la cantidad del líquido que sale del contorno cerrado L 
que rodea ol origen de coordenadas, en la unidad de tiempo (el flu¬ 
jo) y la cantidad del liquido que pasa en la unidad de tiempo a lo 
largo de este contorno (la circulación). ¿Cómo cambiará el resultado 
si el origen de coordenadas se halla fuera del contorno? 

4455. El potencial del campo de velocidades de las partículas de 

un fluido corriente es igual a u = q>, donde <f> = arctg . Determinar 
el flujo y la circulación del vector a lo largo del contorno cerrado L. 
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4456. El potencial del campo de velocidades de las partículas 
•de un fluido corriente es igual a 'u (x¡ y) = x (x 2 — 3y 3 ). Calcular la 
cantidad del líquido que pasa en la unidad de tiempo á través del 
segmento de la recta que une el origen de coordenadas y el punto (1,1). 


Flujo y circulación (caso espacial) 

4457. Demostrar que el flujo del radio vector r a través de cual¬ 
quier superficie cerrada es igual al volumen triple del cuerpo limi¬ 
tado por esta superficie;- 

4458. Calcular el flujo del radio vector a través de la superficie 
lateral del cilindro circular (el radio de base es R, la altura, H), si 
el eje del cilindro pasa por el origon de coordenadas. 

4459. Determinar a qué será igual el flujo del radio vector a tra¬ 
vés-de ambas bases del cilindro del ejercicio anterior valiéndose de 
los resultados obtenidos en los ejercicios 4457—4458. 

4460. Calcular el flujo del radio vector a través de la superficie 
lateral del cono circular cuya baso so encuentra en el plano xOy y 
el eje coincide con el ojc Oz. (La altura del cilindro es 1, el radio de 
base 2 ). 

4461. Hallar el flujo del vector A (P) — xyl -f yzj + xzk a tra¬ 
vés de la línea divisoria do la parte de la esfera x i -f y 1 -|- z s =■ 1 
que se halla on el primer octante. 

4462*. Haljar ol flujo del vector A (P) = yzi + xzj + xyle a 
través de 1 a superficie lateral de la pirámide cuyo vértice se halla on 
«1 punto S (0, 0, 2) y cuya baso os el triángulo de vértices O (0, 0, 0), 
A (2, 0, 0) y D (0, 1, 0). 

4463. Calcular la circulación del radio vector a lo laygo de una 
espira AB de la hélice x = á eos l, y = a sen t, z = bl, donde A y 
B son los puntos que corresponden a los valores de los parámetros 
O y 2 n. 

4464. Un sólido gira con la velocidad angular constante w alre¬ 
dedor del oje Oz. Calcular la circulación del campo de velocidades 
lineales a lo largo de la circunferencia de radio R cuyo centro se halla 
en el ojc do revolución y el plano es perpendicular al eje de revolu¬ 
ción en el sentido de la revolución.' 

4465*. Calcular el flujo del rotor del campo de vectores A (P) = 
= y i -\~zj + xk a través de la superficie del paraboloide de revolu¬ 
ción 

z *== 2 (1 — a? — y 1 ) 
recortada por el plano z = 0 . 



Respuestas a los ejercicios 


Al capítulo I 

I. Todos los números n pertenecen a la serie natural, excepto « -1 y 
n = 2. Si la suma de los ángulos es S y el número de lados n,' so Uono S = 

"i" a) Para x — —2, x ■= 1, x =*> 6 la función se rcduco a cero; 

b) para * < —2. -2 < * < 1, * > 8 la función es positiva; 

c) paro 1 < X < 6 la función es nogatíva. 

6. r*. 7 .s = ±^-t ga . S.ói/25=7*. 

VnA 4 

9- s /(0> =» — 2; /(1)-= —0,5; /(2)=0; /( —2) = 4; t (-y) = -5; 

/(VZ)= -0,242.... \f ( 4 ) 1 - 1 ; <p(0) = 2; <p(l>-=0,5; 

<p (2) = 0; 9 (-2) ■= —4; v (4)- 0,4; / (-1) no existe; ® (-1) no existe. 

10. / (1) = 0; /(«)=> a 8 — 1; / (o + 1) — o* + 3o ! + 3a; / (o — 1) — 
- a» - 3a» + 3a - 2; 2/ (2a) - 16a» - 2. 

II. f(0)--i ; í (2) = 1; f (3) = 2j f,(-l)=4 ; f(2.5) = V2; 

/=•(—1.5)=--^==-; 9(0)--j-: fB-i¡>(-*)-{¡ 

tp (x) — 2*-‘ para i > 0 y ip (x) = 2-*-* para * < 0; 9 (—1) + F (1) — 1. 

1-0 

12. 9 (Ó) =0; 9(1) = “! 9(-l)-— J-;’t , (4)= a * 

ib (— a) k ■—a*“ a . 

13. 9 («*) * t* + 1; [9 (01* = l* + 21* + 1- : ¡ 


20. La relación I'»-’ d esigual a la tangente del ángulo formado entre 
la secante que pasa por los puntos (a, f (a)) y (ft.i/ (i,)), y el sentido positivo del 
eje Ox. 

22. a) x , = 0, x t = 2; b) x, = —1, x,, = 3. 

23., x¡ = —2, x a = 5, x 3 = —2" • 

24. x = a 9iempre será una raíz. 
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25. 4 y — 2; —2, 2, 4, 10. 

26. x,— —3; x 2 = —2, x, = 2, 

27. x < -1 y x > 2. 

28. a » 4. 6 = —1. 


29. a — — ‘>seá 0 * 5 ' <P«n¡ondo sen 0,5« 0,48); 6—1; e = — 

+ 2 *" á ,“ —" sen0,3 ” 1 ’ 04 ' » = -l; c-4 +(2t + 1)n 

±2....). 30. »-(,+ !)*. 31. y^|_L_|. 32. y-f/<««+«*. 

33. u —Vt + ilgsenx)-, 34. v — sen tl+x). 

35. 1) y — o\ v - sen x; 2) y = {/"e, c — u J , u — x + 1; 3) y = Ig u, 
» = tg x; 4) y - u», u = sen v, v = 2x + 1; 5) y = 5“, u — c», e = 3x + 1. 

30. e) ; b) 0; c) sen 12; d) -son 2x eos 5 2x; e) x* — 3x’ + 3x* - 2x» + x; 
() 0; g) sen (2 sen 2x). 

38.1) y = ±V r í :I í r ; 2)-±¿^3T?, 3 ) y = Í/^7>; 4) y = £- ; 

5) y = 5 ; 6) y<= ■■ °^ 00 -1; 7) y = log, (x»-f 7¡ —log 2 (x 2 —2) —x; 

8) y — Arceos ^_^_ x . 

39*. Soan x > 0 e y > O, entonces se tiene y + y — x — x=0; y = * 
(la gráfica es la bisectriz del primer ángulo coordenado). Sean x > 0 e ¿ < 0, 
entonces se tiene y — y — x — x = 0; x = 0 (la gráfica es el semieje negativo 
O y). Sean x < 0 e y > 0, entonces se tiene y + y — x -f x = 0; y — 0 (la 
gráfica es el semieje negativo Ox). Sean r < 0 e y < 0. entonces se tiene y — 
— y — x+x=0, que es la identidad (la gráfica es el conjunto de todos los 
puntos interiores del tercer ángulo coordenado). 
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43. Si f (x) es el peso del segmento A M. se tiene / (x) ■= 2x para.O x ■< 
<1, /(x) = 2+J-(x- 1) para 1 < x < 3. / (r) = x + 2 para 3 < x < 4. 

La función vione determinada cuando O < x -< 4. 

44. Para 0<x<RS=n(2fi — *)*, para R < x < 3R S = nR*. para 
3R .¿x ^ 4íf S = n J 6 flx — .r 1 — 8 R 1 ). Fuera del intervalo 10, 4R1 la fun¬ 
ción S = / (x) no cata determinada. 

45. V = JTx (r 2 — i-) ; 0<x<2R. 


46. 5 = 


^-V4R2-x2; 0<x<2R. 
en . ^ 


V. v e 

47. 1) x > 0; 2) x > —3; 3) x < -j ; 4) — oo < *’< 0; 5) todo el ojo nu¬ 
mérico, excepto los puntos i += 1; 6) todo el oio numérico; 7) .no está determina¬ 
do sólo pora x -» 0, x = — 1 , x = 1 ; 8) todo el ojo numérico excepto los puntos 
x = 1 y x = 2; 9) — 1 x 1; 10) — oo <x<0y4<x<oo;ll) — co < 
< x < 1 y 3<r < «; en el intervalo (1. 3) la función no está definida; 
12 ) — oo < x < 1 y 2 < x < oo; en el intervalo (1, 21 la función no está defi¬ 
nida; 13) -4 < x < 4; 14) 1 < x < 3; 15) 0 < x < 1; 16) ~| < x < |-; 


17) 0<x< 18) -1 <x < l; 19) — oo <x <0; 20) no tiene sentido; 

21) 1 < x c 4; 22) 2foi < x < (2* + 1) n, donde k es un entoro; 23) 2íat < 
(2* + 1) n. donde k e» un entero; 24) 0 < x < 1 y 1 < x < oo. 

48. 1) -2 < x < 0 y 0 < x < 1; 2) -1 < x < 3; 3) 1 < x < 4; 4) < 

< x < 2 y 2 < x < oo; 5) el dominio de definición consta sólo del punto x = 1; 
«) —1 < x < 0 y 1 <x < 2; 2 <x < oo;7)3 — 2n <x<3-n;3<x« 
^ 4; 8) —4 < X < —n y 0 < X < n; 9) 2An < X < (2* + 1) jt, donde k es 
un ontero; 10) 4 < x < 5 y 6 < x < oc; 11) no esta definida en parte alguna; 
12) —1 < x < 1 y 2 < x < 3; 13) todo ol- eje numérico; 14) 4 < x < 6; 15) 
2 < x < 3. 

49. 1) Sí; 2) son idénticos en cualquier intervalo que no contenga el punto 
x — 0; 3) son idénticas en el intervalo 10, oo); 4) son idénticas en el intervalo 
(0, oo). 

50. 1) Por ejemplo. y = yf\ — z t \ 2) por ejemplo, p =- * -= ; 

xy 4—x 2 

3) por ejemplo, y= + 

51. 1)1 < x < 3; 2) O < x < + oo para dos ramas y 1 < x < + oo para 
otras dos ramas. 


52. — oo < x < oo. 

53. 1 ) y > 0 para x > 2; y < 0 para x < 2; y = 0 para x = 2; 2) y > 0 

para x<2yx>3;»<0 para 2 < x < 3; y — 0 para x, = 2 y x, = 3; 3) y > 

> 0 en el intervalo (— w, oo), la iunción no tiene coros; 4) y > 0 en los. inter¬ 
valos (0, 1), ( 2 , + oo); y < 0 en los intervalos (— co, 0) y ( 1 , 2 ); y — 0 para 

x, =» 0, x s = 1, x 3 = 2; 5) y > 0 para x =£ 0; y = 0 para x = 0. 

54. 1), 3). 8), 10), 11), 15) son pares; 5), 6), 9), 12), 14), 17) son impares; 
2), 4), 7), 13), 16) no son pajes ni impares. 

55. 1) y = (x 2 + 2) + 3x; 2) y = (1 - x*) + (-x 3 - 2x»); 3) y ■= 

= (sen 2x + tg x) 4- cos',-f-. 
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„ a x 4-a~*‘ i a*—<r* 

57. 1) y —-j-i-^-; 

2 . .. tl + *)"»+(t-*)‘°° | (l+x) 1M —(1 —a) 100 
2 2 

59. Las funciones i), 5), 6). 8). 

60. Véanse las gráficas en las figs. 80 y 81. 




61. 1) En el Intervalo (“- oo , 0) decrece, on el intervalo (0, + x) croco; 

2) en el intervalo (— oo, 0) decrece, en el intervalo (0, + oo) conserva su valor 
constante, que es ol.coro. . '*v >i: , f í 

62. 1) El valoc máximo os i,¡el valor mÍDimo os 0; 2) el valor máximo es 1, 
el valor mínimo os igual a —1; 3) el valor máximo es 2, el valor mínimo es 0; 
4) no tiene valor máximo, el mínimo es 1. 

65. /=-§•’■ «O. a) p = C¡,727h; hj 10,5 gf/cm»; c) 36,4 cm. 67. 


68 . ' 1)2) v-l,ISSi + l, 910; 3) s= -0,57x+8,fó. 

69. a) Vm 10¿ ‘lÓ8 cm». 

70. S - 16,6 + 1,341. 71. V = 12 — 0,7t. 

72.i Aj, = 6. ,73., —, —6.. 74. A* f= 4. 

75. El valor'finito xtrifila. 

76 1 . x = 3; gráficamente so buscan*! punto de intersección de la gráfica do 
la función' y = 9 (*) y la recia jd-íi — 4. 

78*. Es liogosarid Drlstor á'te'ñción 5 qiie los datos dol problema llevan 
suprimido el signo dtí igiinldád de tasiempreiválida relación | / (x)'+ <p (*);| < 
CI/MI + lqi (x) |.)La estricta desigualdad' so verifica para a < 3 yi _> 4., 
El problCmo pUede Ser Solpcibuadorconslruyendo las gráficas, de las-funciones 

<i> (x) = 1 f <*) + <p (*) i >• 'P (*> = l / (f) i.-+ i> (*>, l 

79. x < 2. Véase la indicación al ejercicio 78*.. 
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82. y~< 


sobre el intervalo (:— os; —3); 


— ^-i 2 + 5 sobre el intervalo [—3; 3], 

-|-x—2 sobro el intervalo 13; 6J. 

3 


83. 1) »=>--£ para X ~'J’ 2) ¡'“iX par * I “ — T’ 3 - v=>5 parai 

7 fl 2 q (¿i 

x=0; 4) y±=-^~ para 5) P arai =2&r- 

3 5 

84. i) j/=— 6 para x=—2; 2) #=0.31875 para x=3) !/ = -g para. 
x=4-; 4) ¡r=a 4 para x=0; 5) #= — para x=-4-. 


= T 

85. a~y+-| 


86 . 


íi = -2-+-j-. 87. 4 m. 88. Cada uno o 50 cu. 


89. Aquel cuyo sección axial es un cuodrado. 

90. Cuanto menor os la altura del cono. Unto mayor es su superficie late- 

P 

ral. La función alcanza su valor máximo cuando el radio délo base es igual a r 

es decir, cuando el cono degenera en un disco plano. 

91. 12.5 cm. , . . , , 

92. Ln altura del rectángulo debe sor igual a la mitad de la allura del 

triángulo. , 

93. El radio del cilindro debo sor igual a la mitad del radio dol corlo. 

mí 

94. El radio del cilindro debe ser igual n ^^ para H>2 í?; para 

t£ 2fl la snperficio tolal dol cilindro inscrito será tanto mayor cuanto mayor 
el radio de su base. 

p P 4 

95. -V. 96. a =-=■. 97. -—r-. 

2 G —J^3 n + i 

98. El lado dobo sor igual a 10 cm. 

99. El lado do la baso y cada una de las aristas deben medir 10 cm. 

100. El lado del triángulo dehe sor igual a 3 _|”T ^ = ~ • 

tOi. El punto buscado es (-4-. ^j . 


102. El punto buscado es "Jt)' 


104. xj « —1,1; x 4 « 2,1; 2) x,= — i, x 2 = -rj-: 3) *i*0,5, x 2 =s4,lt 

3 

4) x|=X 2 =-rr'i ó) no tiene raíces reales. 

¿t 

105. xi = —3, x 2 = 8. En la solución gráfica so busca el punto do inter¬ 
sección do la gráfica de la función y = y (x) y de 1a parábola p 3 = 7x 4- 25. 

106. Si 6 a — 4ac > 0 y a > 0, la función está definida en todo el eje numé¬ 
rico excepto el intervalo a;, x x. donde x, y x, son las raíces del trinomio.' 
Para b- — 4oc > 0 y a <,0 la función está definida sólo cuando x¡ < x < x s .. 
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Si 6 a — 4uc < O y o. > O, la (unción está definida en todo el eje numérico. Si 
b 3 — 4ac < 0 y a < 0, la función no está definida en parte alguna. Por fin, 
para b 1 — 4ac = 0 la función está definida cu todo el eje numérico excepto un 

punto, a saber, x = — —- si a > O, pero si a < 0, la función no está definida en 
¿a 

parto alguna. 

107. / (* + 1) = 2x» + 5 *■+ 3. 

108*. Soa ^-f-íx^Sc ~ m ' ^ oni '° m * 9 cualquier número real, entonces, 

(m — 1) i a + 2 (2 m — 1) x -+- e (3m — 1) = 0. El argumento x debe ser un 
número real, por consiguiente, (2m — I) 1 — (m — 1) (3mc — c) > 0 ó 
(4 — 3c) ni J + 4 (c — 1) m — (c — 1) 0, pero como m es un número real, 

esta desigualdad, a su voz, os válida sólo cuando 
, 4—300 

\ 4(c-1)2+(4-3c)(c-l)<0, 

de donde 0 <c<l, pero como i^O, por consiguiente, O < c < 1. 

109. 1748. 

110. La variable x es inversamente proporcional a v. 

111. La variable x es directamente proporcional a v. 

112. La cantidad de la sustancia desprendida es inversamente proporcional 
al volumen de) solvente. 


114. 1) para x — 1. 
para x—5, 

2) para x— —1, 

para x=2, 

3) para x=*0, 

para x = 4, 


y=4 (el valor máximo); 
y= y (el valor miniino); 

y = y (el valor máximo); 

y=— 2 (el valor mínimo); 
y = l (el valor máximo); 

y= —i (el valor mínimo). 


117. 1) y = *; 2, ; 3) y = ; ; 4) ¡, = ±^*-1; 5j y=y¡ 

6) ; /ÍJV-1 ±V"^+i- 8) y=±V r * íl: T; 


9) !t = , g : 10) y=>-2+10*-*; 11) y = 2*; 

12) y^logj ; 13) |f'«=y lg ; 14) y=-|-arcsen y; 


1 + 2 *-**'. 


1-j-arcsen —-— 

' 15) y =- x _ t ; 10) y = ±cos-y (0<x<2n). 

t—aresen—^— 

1J9. d - —a. 1 22. 1 <x <3; y - 1 + 

123. y = aresen x— x- — 2. 

125. x, * —0,5, x, = 1, x, » 54.5. 

126*. 1) X| » 1,4. las domas raiccs son imaginarias; x¡ es la abscisa del 
punto de intersección de las gráficas de las funciones cúbica y lineal: y = z 3 
o y = —x + 4; 2) x, = 1, x, — —1, x,= 3; es conveniente aplicar él cambio 
de la variable x = x' a seleccionando a de tal modo quo el coelicienté de 
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x' 1 se reduzca a cero; y luego, como en el punto 1); 3) i, = 4, x, = x, = 1; véase 
la indicación al punto 21; 4) i, = —i, las demás raíces son imaginarias; véase 
la indicación al punto 2). 

127. 1) 1,465 . . .; 2) =14.26 cm;'3) casi 6,8 cm. 

128. Si y¡ = X", y, = y^x, se tiene 

cuando n > 1 para 0 <x<lyi<y, y para 1 < x < °o y, > y a , 
cuando 0 < n < 1 para 0 *£ x < 1 > y,, y para 1 < * < o° y, < y„ 

cuando — 1 < n < 0 para 0 < x < 1 y, < y a , y para 1 < x < oo y, > y„ 
cuando n < —1 para 0 < x < 1 y, > y¡, y para 1 < x < oa y, < y,. 

133. *, = 1, x, = 2. 

134. Los puntos do intersección son (1, 2); (3, 8); ^3, (—1,5; 0,3). 

135. n = 15. 

136. Partiendo de la delinición do las funciones hiperbólicas es posible 
demostrar que sh (— a) = —sh x, th (— ar) — —th x, ch (~x) ch z. Estas 
funciones no son periódicas. 

140. Proln ~ 0.8 P»™ * « °.4- 

141. La gráfica de la función es simértica respecto al origen de coorde- 

a x —a~ x 

nadas porque la función es impar. y =---. 


143. 1) -4 = 1, T 
4) -4=2, r=4n; 5) A 

144. 1, 2; 


J»; 2) A-5. r. 


8 


t,7—3-; 0) 

5; 2) 1; 4n; 


ir; 3) -1 = 4, T = 
16 


' 2 ; 


-4 = 3, Tx 


3 

-5T 


1 

4n 


3n—1 


3) 


H¡i: -j; 


«) ‘; 6nJ : 


i . _i 

6jt 2 ' 2n 
140. El dominio 
n 

¿ ' 


de definición es (0, n). El área es máxima cuando 


147. x=flscn (-^~f-£-+árceos. 

118. g = scn ^^^-(areseny, —arcsenyoj + arcsenpoj ; 

2 .a (ti —¡o) <i aresen yy—lp aresen y t 

“ aresen yi—aresen y 0 yialc <j—<o 

149. *=if (1—eossen 2 q>, donde <p = 2»tn<.' 

151. 1) xi = 0, Xí.j = ±l,9; 2) x=0; +4,5; ±7,72: luego, con exactitud 
considerable se puede apreciar x = + n - ■ ' n (n>3); 3) x = 0,74; 4) i| = 
= 0,9, x a =2,85, x 3 = 5,8; 5) existe un sinnúmero de raíces; xi = 0, x a es un 
poco menos que ~~, x 3 es un poco mayor que , etc. 


152. 1) 2n; 2) 2n; 3) 24; 4) 2. 

153. 1) y = V" 2 sen (*+-^-) : 

2) y = y*5+2V r 3 scn(x+<po), donde 


1 

aresen —===-. 

V5+2V1 


22-0176 
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155*. 1) El período es Sobre el intervalo [0, 2.x] la función es susceptible 
de ser presentada de la siguiente forma: 

i,«. sen x+cosí sobre el intervalo ^0. -£-j, 

!/=sonx—cosí sobre el intervalo £-r^-; nj , 

y= — senx—cosí sobre el intervalo |"jt, . 

y = —sonx-l-cosx sobre el intervalo 2aj- 

2) El período es 2x. Sobre el intervalo [0, 2n) la función es susceptible de 
ser presentada do la siguiente forma: 

p=tgx sobre el intervalo £o, ■—J . 
y = 0 sobre el intervalo (-Ir, xj, 
y^m — tgx sobre el intervalo |^x, ~ n ) • 

y = 0 sobro el intervalo (-j n, 2 jiJ. 

156. 1) El dominio de definición está compuesto de una infinidad de inter¬ 
valos de la forma (2nn, (2n -+- 1) x), donde n «= 0, +1. +2, . . no es par ni 
impar; periódica. el período es 2n. Sobro el intervalo (o, -j 'j el seno crece desde 0 
hasta 1, por consiguiente, Ig sen x crcco hasta 0 sin dejar de ser negativo. En el 
intervalo , n J el seno decrece desde i hasta 0, por consiguiente, decrece 

lg sen X. En el intervalo (n, 2n) el seno tiene valores negativos, por consiguiente, 
la función lg sen x no está definida. 2) El dominio de definición esta compuesto 

de puntos separados do la lorma x = + 2 nn, donde n — 0, ± i, +2, . . . 

En estos puntos y = 0. La gráfica son puntos sueltos del ejo de las abscisas. 3) La 
función está definida en todo el eje numérico, excepto los puntos x = nn, donde 
n-0, ±1, ±2, ... 

a ... a (icosq>+t> sen q>) 

158. <e-=2arcsen lir . 159. V=arctg {b cos * 

T. i (2a —x) "I 
160. abárceos | 1- . ¿R (g + „_ —J- 

,6 '' 2) <T«? <f;3) 0 < *■< 1; 4) -1 < x < Di 5) 0 < x < oo; 

6 ) — oo < x < 0; 7) 0 < x < oo; 8) — oo < x < O; 

9) — co <x <1; 10) 1 <x < 00 . . 

162. 1 ) —1 <x«l; 2) 0<*<1; 3) — oo <* <oo; 4) esta definida 
por todas partes, excepto x = 0. . 

163*. El período es 2n. "Véase la gráfica en la fig. 82. IndicaMn. Sobre el 

intervalo — ~ < . x < — tenemos y = aresen (sen x) = x de acuerdo con la 


o 


ff'arcsen(j¿nxj 


Fig. 82 

definición de la función arcsen x. Para obtener la gráfica de la función sobre el 
intervalo ponemos s = x — n, entonces tenemos * = n + s, 

n . . ¡i 

y =» arcsen (sen x) = arcsen sen (s + jt) — —arcsen (sen s) « —j¡ 

etc. 


<67. Vmí, ~ 15, y mln = 5,5; la función pasa del crecimiento al decreci¬ 
miento para x «• —2. Cero de la función; x x —3.6. 

169- y = ^ (267 _ 10* - **) ó y = -0,0312** _ 0,3125* + 8.344; ce¬ 
ros de la función:*, es —22,09. x,x 12,09. Para obtener raíces con exactitud 
hasta 0,01 los coeficientes deben ser tomados con exactitud hasta 0,0001. 

170. *, « 2,60 cm, * a ss 7.87 cm. 

171. i, x —2,3, x a x 3; las demás raíces son imaginarias. 

172*. Seleccionar a de modo que el coeficiente de *'* se reduzca a cero; 

*, x —3,6, *, & —2,9. * 3 x O.6. * 4 x 4,8. 

173. *, x 0,59, ij x 3,10, * 3 =: 6,29, *, x 9,43; en general, * x 

X na (/i > 2). 

174. i, x —0,57, p, « —1,26; *, = —0,42, y, x 1,19, *, x 0,46, p 3 X 
x 0,74, *4 x 0,54, y t x —0,68. 


Al capítulo II 

176. iim «„■=!, n >■ 4. 

177. Iim «„ = 0; n > -L. 178. n = 19 999. 

n-*oo y g 

179. lím v n t= 0; n 1000. La magnitud a n ora es mayor que su límite 

n-*oo 

ora menor, ora igual a él (en este último caso para n = 2k 4- 1, donde k =*» 

“ o, 1, 2, . . .). 

160. Iim u„ = 1; n 14; n>-log,-L. 

n-*oo 8 

181 . n> a¡e< | ; n _ 0) [sie>|. 


! 1^8 (2 + 8 ) 


; la sucesión u„ 


es decreciente. 
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183. Uro u„ = 0; o n alcanza su límite para n = m + í, porque, a par- 

T»-*0O 

tir de este valor de n, e„ = 0. 

185. 0.186. 1) No. 2) Sí. 

189. Cuando a = 0 este límite puede ser igual a cualquier número o no 
existir. 

190. 6<V4+T-2; 6 < 0,00025. 191. 8 <2—1^3. 192. S<-^-. 

193. |x—5- j < 4J- — arcsen 0,99 « 0,136. 

m. N>y \— 1, si e<l; iV=0, st e>l. 

195. N > j/" 3 , si ,e<y: N-0, 


sie> T . 


196. n> 


N-i 


197. u n es una magnitud positiva infinitamente grande si la diferencia de 
la progresión i > 0, y negativa, cuando i < 0. En el caso do la progresión geo¬ 
métrica esta aserción es válida sólo cuando el valor absoluto del denominador 
de la progresión es mayor que 1 . 

1 1 3000 , 3000 

,98 ‘ ~~ÜF+T <X< W = 2' • ÍÓOÍ <I< «99 • 

200. 8 <——0.01. 201. log, 0,99<x<log 2 1,01. 

202. M> 10 N = 10 10 °. 203. sen x, eos x y todas las funciones trigonomé¬ 
tricas inversas. 205. No. Si. 206. No. 207. 1) Por ejemplo, x r . = —+2nxt 
y x n =2r(n; 2) No. 

209. Si a > 1. la [unción no es acotada (pero no os infinitamente grande) 
cuando x -*■ + oo; cuando x — — oo tiendo a cero. Si 0 < o < 1, la función 
no es acotada para x — — oo (pero la función no es infinitamente grando). Cuan¬ 
do x->-+ oo, tiende a cero. Para a = 1 la función es acotada en todo el eje 
numérico. 

210. 1), 3) y 5) no; 2) y 4) si. 

213 ‘ TMÍ <I< 5^j- 

21 ,*>(i^) 2 


215. 1) y = 14 


'■3=r* 


2 ( 2 xi + l) 1 31 1+ l + xf 


216*. Comparar u„ con la suma de los términos de la progresión geomé- 

trical, i, é • rn- 220 - 3 - 221si - 

222. I (x) — 9ji para 0 •< x •< 5; / (¡) = 4a para 5 < * < 10; f (x) — ¡t 
para 10 < x < 15. La función es discontinua cuando x = 5 y x = 10. 

223. o = 1. 224. A = —1. B = 1. 225. x = 2; x = .—2. 226 . 2/3. 
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227. La función y =* x - tiene, en el punto i = 0, una discontinuidad 

superable, la función y = 003 x tiene una discontinuidad de segundo génoro 
(infinita).. 

228. La función es discontinua cuando x = 0. 

229. Lo función tiene tres puntos de discontinuidad. Para x = 0 la discon¬ 
tinuidad es superable, para x = +1 la discontinuidad es de segundo género 
(infinita). 

230. No. Si i-«0 a lo derecha, / (x) n/2; si x -*■ 0 a la izquierda, 

/ (i) i* — n/2. 

231. La función es discontinua cuando x *=* 0. 232. 0. 

234. No. Si x -» 1 a la derecha, y — f; si x -*• 1 a la izquierda, y ->■ 0. 

235. Si x -*■ 0 a la derecha, y ,-*• 1; si x ->■ 0 a la izquierda, y -* —1. 

236. La función es discontinua cuando x = 0 (discontinuidad de primer 
género). 

237. La función tiene discontinuidades do primer género en los puntos x — 

- -y (2* + ». 

238. CuaDdo x = 0 la función es continua; cuando x rfs 0 la función es dis¬ 
continua. 

239. Las tros funciones son discontinuas cuando x es igual a uri ontóro (ne¬ 
gativo o positivo) o a cero. 

241*. Escribir erpolinomio en la forma i" (l«o+ ^-+ • ■. y *"*' 

lizar su comportamiento para x —* ± co. 

244*. Construir, de modo esquemático, la gráfica de la función 
y= —h JZX" analizando su comportamiento en loa entornos do 

los puntos }., & 3 . 

245. 1. 246. 1/2. 247 . 3. 248. ». 249. 0. 250. 0. 251. 15/17. 

252. 1. 253. 0. 254. 4. 255. 1. 256 . 0. 257 . 0. 258 . 0. 259. 1. 

260 . 4/3. 261. 1/2. 260. -1/2. 263. -1. 

264*. 1. Fljarso en quo -—í_ = J--1. 265. i. 266. 1. 267. 0. 

(n — n —1 n ¿ 

268. 9. 269. 270». 271. 0. 272.0 

273. —2/5. 274. 1/2. 273. 6. 276. oo. 

277. —1. 278. oo. 279 . 0. 280. m/n. 281. 0. 282. co. 283. 1/2. 

284. —1. 285 . 0. 286. 1/4. 287. —1/2. 288. 100. 289. —1. 

290. 1, 291. oo. 292. 0. 

293 . 0. 294. oo. 295. 4. 296. 1/4. 297. 3. 

298. —í=-. s¡ *>0; oo, si x=0. 299. 4-- 300. 

2 y* • 3 3 

301. - 1 302. —. 303*. 4-. Sumar y restar una unidad al 

4a y a — b n 2 

numerador. 304. —1/4 . 305. Una raíz tiende a — c/fc, otra, a oo. 

30G. 0. 307. 0. 308. 0, si x -*• -+- oo; oo, si x — oo. 300. 1/2, si z -*■ 

a _i_ ff 

—► -f- oo; — oo, si x —► — co. 310. — 2 ~ , si x —*■ -f- oo; c», si z 


— oo. 
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311. +5/2. 312. 0. 313. 1 . 314. 3. 315. k. 316.'a/0. 317. 2/5. 
318. O, si n > m; 1, si n —_m\ oo, si n < m. 319. 2/3. 320. 1/3. 
321. 1/2. 322. 3/4. 323. os. 324. —1. 325. 1/2. 326. oo, 327 . 0. 
32S. 1/2. 329. oo. 330. -3/2. 331. 1. 332. ji/2. 333. 2/n. 


334. 

a 

n ' 

335. 

]/~2 

2 • 

336. 2. 

337. 338. —2. 339. - 

340. 

2 

. 341. eos 3 

a. 342. 

sen 28 

— ^ —. 343. —sena. 

344. 

2 sen a 
eos 3 a ’ 

345. 


346. 1. 

3 

347. 6 . 348. y 349. —1. 

350». 

1 

Poner 

árceos 

x—y. 

351. — . 352. —. 353 . 1. 


‘ V2ñ’ 



2 

e e 

354. 

«"*. 355. e«. 

356. 

r». 



357. e 3 . 358. 0, si x — + oo; oo, si x —- — oo. 359. co, sí x + oo; 0, 
ai x — *■ — oo. 360. 1. 361. oo, si x -*■ -f- oo; 0, si x -*■ — oo. 

362. o». 363. e. 364. VZ 365. k. 366. 1/a. 367. a. 368. Ve. 

369. ln a. 370. 2/3. 3*1. e. 372*. 3/2; sumar y restar una unidad al nume¬ 
rador. 373. 2. 374. 1. 375. a — b. 376. 1. 

377. 0, si x + oo; oo, sí x -*■ — oo. 

378. 1, si * 4- «i —1. si x — — oc. 

379. 1) a"; 2) 0. si A ± 0; a", si A = 0 y a =/=. 0. y oo, si A «■ a= 0; 



381). 0, si X -► + oo; — oo, si X -* — oo. 

381. Para o > 1 el límite es igual al, si x -► -f- oo, o igual nO, si x -*• — oo. 
Para a < 1 el límite os igual a 0, si x —• + oo, o igual a 1, ai x — oo. Para 
a — 1 el límite es igual a 1/2. 

382. Para a > 1 el límite es igual a 1, si x f + oo, e igual a —1, si x 
-*■ — oo. Para a < 1, viceversa. Para a = 1 el límite es igual a 0. 

383. 0. 384. 0. 385. I. 

386 . 0. 387. -eos a. 388. 1/12. 389. 1/8. 


390». . Multiplicar y dividir por sen-^¡-. 

391. 1/2. 392. 0. 393*. —1/2. Valerse de la fórmula aretgó —arctgu= 
nrctg -- . 394. -i. ,395», Sustituir aresenx por 

y recurrir a la indicación al ejercicio 393. 

396. oo, si n < i; », si n = 1; 1, si n > 1 . 

397. * 1. Tomar la expresión 1 —(1 — eos x) en vez de cosx. 

398. -1/2. 399. 1/e. 400. e. 421. 

402. i>„ es de orden infinitesimal superior. 403. u„ y i>„ son magnitudes 
infinitesimales equivalentes. 405. Son del mismo orden. 406. Para x *» 0 e[ 

orden infinitesimal es distinto. Cuando x = +~^ las magnitudes áy y óx son 
equivalentes. 407. No. 

408. De tercer orden. 409. 1) 2; 2) 1/2; 3) 1; 4) 10. 

410. X=.-]/^- 411. a — k. 412. No. 414. 1) ; 2) ; 3); 


aia ‘¡7W 
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4) es infinitesimal equivalente; 5) es infinitesimal equivalente; 6) i; 7) es infi¬ 
nitesimal equivalente; 8) 2; 9) 2: 10) 1; 11) 2/3; 12) 2. 

415. a=yHT. <16. 2nfl 5 ; 4fl 5 . 

418. La línea quebrada vieno aproximándose a la recta en el sentido de 
que sus puntos se aproximan, poro do ello no so deduce que la longitud do la 
linea quebrada tiondo a la longitud del segmento. 

419. a. 420. a, -y-. 421. 2ti(fi-(-r). 

422. El segmento y el ángulo son del orden 1/2. 

425. 1) 10,25; 2) 30,2; 3) 16,125; 4) 40,4; 5) 0,558; 6) 0,145. 

426. 1) 10,16; 2) 20,12; 3) 1,02; 4) 4,04. 

427. ln 1,01 » 0,01; ln 1,02 =; 0,0,2; ln 1,1 » 0.1; ln 1,2 s 0,2. 


AI capítulo III 

428. a) 5; b) 5. 429. a) i>=0,25 i ; b) o=0,55 ; c) 2.. 

430. 75,88; 60,85; 49,03; 48,05. 431. 53,9 —; 49,49 — ; 49,25 ~ ; 

3 S S 


49,005 iH.; t.,-49,0-^; v 10 . 


8,0^-; o. 


9 ' 8 ' T • 


432. a) 4-S-; b) 40-^-; c) 4í donde I es la longitud del seg- 

cm cm cin 

mentó AAf. 

433. 1) 95 2) a) 35 -i-; b) 5 ; c) 185 -i-. 

cm cm cm ' cm 

» «“fsSá- 

435*. Introducir la velocidad angular media, luego, pasando al limite, 
obtener la magnitud buscada. 

438. km , donde * es el coeficiente de la dilatación lineal. 

439 , k=.sS-l£L. 440.1) 56; 2)19; 3) 7,625; 4)1,261. 

441. 1) 4,52; 2) —0,249; 3) 0.245. 442. a) 6.5; b) 6,1; c) 6,01; d) 6,001. 

443. /' (5) —10; /'(-2)--4; /’(-•|)--3. 444. 3: 0; 6; i-. 

445. x, = 0, x s ■>* 2. 446. Para la función / (x) =■ X a no es válida. 447. 1. 
448. 0,4343. 449. 2,303. 

454. 1) 0; 2) 6; 3) -4; 4) A, = 2, A s = 4. 

455. <1,1); (—1. -1). 456.1) (0, 0); 2) (1/2, 1/4). 457. No puede. 

458. a, = arctg-I-, a 2 =arctg i . 459. a, = -y, a 2 =arctg|.. 

460. arctg3. 461. y — i2x —16; x+12y—98=0; la subtangento es igual a 
, la subnormal es igual a 96. 

462. Para x = 0 y para x = 2/3. 
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463. 1) (2, 4); 2) (-S/2, 9/4); 3) (-1, 1) y (1/4. 1/16). 
466. 1) 6a:—5; 2) 4x=-x 2 +5x-0,3; 3) 2 ax+b; 4) 

5, í7í + ^ : 6, S" ,0y2 ’^ ; 


2 m 2 

-ir 




Smx + n 
P+Q 


0.5 


10) -i- t 3 +7.28r 2 - 4 -11) 2x— 1; 

16 tyl 

12 a,8**l/lí-l+^=; 13)3^+21—1; 14) )6(a —*); 

... 201 . 5 c 3w (mu + n) 2 

,5> c+i + a +5 (a+ 6 )x 2 * 16) p* 

467. /(I) —1; /' (1)=2; /(4)=8; /' (4) = 2,5; / (a 2 ) ~ 3a 2 — 21 a |; /'(a 2 )» 


■c3 — 


lar 


468. /(-I)--5; /'(-D—8; /'(2>-=^; /' (4-) = 3a‘ + 10a 2 -a 2 . 

469. 13. 471. 1) 4x=—3x 2 -8x+9; 2) 7 x 2 - 10 x' + 8x s -12x 2 + 4x+3; 

5) 1 jrigf + 9 r?- 2 + <Qj361 ^ ; 6) 2x(3x*—28x 2 + 49); 

3 y i* 3 / x 2 


7) 

472. 


1 + V r 2 + V3 + 2T/2x + 2 V 3x + 2 t/~6x + 2x l/~B 

2 VÍ 

3* 2 — 6f — I 
(I-l ) 2 ' 


17=TF' 473 '(T+á 


474. 


b* + 2b 5 + 5b 2 -2 „ a ad-fra 
«■*• ..., • ««»• (cx + d)i- 


(«*+„+!)* 

-3l^íT 2 +‘ + 2 -^- 

6 x 2 2a—1 


6 x 2 


,. p 2a* (y 3 — 5) .. . 

m - • (x 2 + 1) 2 ’ 


480 - -ií£^á- 48 ‘- «“■ 

3-2< ,,, AxJ^-x 2 ) , QO 

W - ( l 2 _ 3 , + G )2 • 4S °- (* 2-^)2 ' 486 ' 


483.- 


2t + l 


<t 2 + f+l) 2 ' 

l + 2x + 3x 2 -2x 3 -x* 
(l+x 2 ) 2 ~' 


487. 

489. 


6 x (1 + 3x— 5x 3 ) 


488. 


a + 2fa 


(t—x 2 ) 2 (1-2x3)='' Wl m (a + 6m) ’ 

a 2 6 2 : 2 [(x - 6) (x- c) + (x - c) (x - a) + (x - a) (x - 3)) 
(x-a)2(x-5) 2 (x-a)= 
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490. /'(O)=0; /'<!) = 6. 491. F'(0) = 11; F' <1) = 2; F' (2)= -1. 
492. F'(0)=—i-; F’(- 1) = -|" : 493. «'(0) •=-Jx ; í'(2>«:^. 

494. |í'(l) = 16; »'(«) = 15»*+^— 1. 495. p' (2)—?- ; p’(0) = l. 

496. 9 '(l)=-£±i. 


497. í‘(0) = l. 


498. 1) 4z 3 —3i 2 (a + i+e + d)+2i(fl6+oc-rad-ríe+di+«J)— 
-(afce+abd+aed + ftcd); 2) 8x(x*+l) 3 ; 3) -20(1-!)"; 4) 60(t4-2x)M; 
5) — 20x (i-x 3 ) 3 ; 6) 5 (13 j2+2i) (5x 3 -(-z*-4)‘; 7) 6 (3a*—1) (i 3 -®) 5 ;. 

8) 0(M* + 4r) (7 x 3 -4- + 6) S ; 9) * (W+t) (**—^ + 3 ) 8: 

10 ) «£$.; “) S( ^;lÍ4 (1+ - rI)< = «> 24<x 3 +x + l)X 


X(2x 3 +3x 3 +6x+l> 3 . 499. íi±illl±í>. 


(3-0 ‘ 2 

(i-o s - 


1 - 1/2 

2 V r x(‘ + / 2 xj i ‘ 

4Ü-2V7 ) 3 


4 (2x—1) 

506> -(^x+rj?- 

509. / 2 ^:_. 

512. __ t '+V“ : T" ¿ 


(a 3 —x 3 ) 3 ’ 

3-x 


2 V (l-x)3 


2x 

3^(1+**)* 

x(x 3 +2a 3 > 


a 3 l/a 3 + i.-2 


513. — 


3 » (2x—1)* 2 v (x 3 +2) s ’ 


514. u’(l)=9. 515. v' (2)«= — 51G.a 517. cosx-senx. 


1—eos x—xsenx 
(1—cosx) 3 


519. ~• 52 °- 'P co s tP 


I. (acosa-eena)^-^). 522.^1^. 


sen x+cosx + x (sen x—cosí) 
l + sen2x 


524 Q+tg*)(wnx-t-xcosx)-xsen»we=x J25 ^ 

(1-f tgx) 3 

526. tg 3 x sec2 x. 527. -sen 3 x. 528. sen 2x (2 - son x). 529. tg* x. 

530. 2x-^i£-. 531. _ i ± cas2x 532 _ 3cos3l 533. — 4 ““ 4. 
eos 3 ! sen 3 2x 3 3 
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534 . 9cos(3x + 5). 535. 


2 eos! 


*+l' 


536. 


1 


v l + 2 tgx-cos 2 x 


537. 

540. 


x*~ 


538. eos (senx)-cosí. 539. —12eos 1 4x sen 4x. 


542. !- 


4 V **T‘ C0 ^T 

2 x 


541. ' 


i 1 +x^ 


544. 

546. 

549. 

552. 

553. 

554. 
557. 
560. 
562. 

565. 

568. 

569. 

570. 


3sen! J-'i+x*.j^(l+xí)*' 

x 2 -l 


V~i+* 2 ' ' 

543. 4(1+sen J x) s sen 2x. 

'■ 1 + 1 / 1 / 


545. 


í±i ai 


2 x!cO,!(x+i.)/l + t g (x+l)' " Wi+V 

—3sen3xsen(2cos3x). 548. arcsenxH— -■ ■ r , 

\f 1 —X 2 

" 2 aresen x 

. 550. — . 551. aresen x. 


2(árceos x)!|/l — x! \fi-i 

_ 1 _ 

(aresen x) 2 y 1 —x 2 ' 
senx-arctgx+xcosx.arctgx+- 


x+arccosx V 1 — x 2 

x*yí=s 


1 +x! 


558. - 


. 555. “M 
2 x! 


VI 


■ . 556. 0. 


(l + x!)2 


2V'x ~* '+* 2 

559 V I ~ x z +x aresen x 


x y x!— 1 

2 x x 2 _ ,j. ( 1 

arctgx (1+x 2 ) (arctgx) 2 ' y¿ x — x- ' 

-^ • 563. . 564. — 

yi+2x-2xi < + ** 


y (1 - x !)2 


|eosx| 


. 5G6. -- 


2 arctg — 


|x|yx!-4 

árceos x 


1+x 2 ' 567 ' y 1—x*.y 1 —(árceosx) 2 ' 


(l+x>y 2 x(l—x) " 

_£±J_ 


8(a resen y x 2 +2x) s V (1 _ 2x - x 2 ) (x 2 +2x) 

i 

a + b cosx 


son a 

1— eos a eos x 


2 (1+x 2 ) ' 
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573 . 2x10**+^. 574. 575. !^±í. 576. -^=. 

577. * la 2. 578. son x In x+x eosx ln x+sen x. 

579.-rV-. 580- • 581.- r7 - [ =¡-r=. 

z ln-z x"' 1 x (1 + ln x) 2 

1+* 2 —2x* ln * ... . .. ln ¡ 


582. 


r<rF^F 


:. 583. x"-'(nlnx+1). 584. 


x YT+Ta^x ’ 

585. -j-J-. 586. £=£. 587. ctgx. 588. ■ 

. 591. 4 ln 3 sen z-ctgz. 


589. —. 590 --- - 

son 2* árceos 2z y l-4z* 


592. 

594. 


(ax+¡>) |1 -f- ln 2 jaz + 6)] 
1 


. 593. n (1 + ln sen x) n_1 ctg z. 


zlogszlogaUogrznñ^InTínS' 

595. _ x _ - . .590. Cx 2 arcsei. [ l" to 3 -z- z 3 )) 


arctg V 1+z 2 (2+z=) y 1+Z 2 


597. 


ctg 


z+3 


(a ! +z3) y l-ln 2 (a 3 +x 3 ) 


12 Y ln 2 sen — 


. 598. 2* ln 2. 599. 10* ln 10. 600.-r 


ln 3 


3* ‘ 


601. 4-*(l—zln4). 602. 10*(1 +x ln 10). 603. e*(l+x). 


604. 605. 


2» (In2 —D+3* 2 —x» 


. 606. «* (eos z—sen z). 


607. 


. -íi-tneux-cosz). 608. 609. (ln *-F n2 2 1 ^. 

sen 2 z 1 ' ** i" 2 * 


Tñ 2 ! 

2 c* 


610. 3z 2 —3* ln 3. 611. — 7== ■ 6I2 ‘ « x <**+í>- ° 13 - (i _'g xJ5• 

16. e* (c 

,V*+Í 


Clí - -TOTT- 6 ' 5 - WiF- 6 ' 6 - *Mcosz+senz4-2zoo S z). 


617. —618. 2 ■ 10 2 * -3 ln 10. 619. 


2 /s + l 


. 620. 2*ln2-cos(2*). 


621. 3 sen *cosx-ln3. 622. 3sen 2 zcosx-a"" 1 *ln«. 023. 

* Y ln x 

024. 2 3x -3 *Id 2-la3. 625. ■ 

2z y ln z 

626. cos(c* i+s *- 2 )«* a + 3x - 2 (2z4.3). 

627. — i 2 • 10 1 " seD * 3 * ln 10 • sen 3 3z eos 3x. 

628. (2«x + 5)e > ' l “'°*'+ l '*+*> 

2 (ox 2 +tx-f-c) y”ln («x 2 +5x-j-c) ' 


2 e a 


VT=Zzi ■ 
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07 °- TTifibr 67, ‘ ° 72 ' l“ a2 * (co8 *- 2) - 

673. sec=f. 674.- 1 + 2 '^* ■■ ■ 

5 81^1 ^(*+1^)* 

675. 2scnycos2i + ico9^-sen2i. 676. e=«* * (cosí—sen* x). 

6 ”- X ¡%^§ ™- 

679. Iíí^il(v; + -Lr\ 9 . 680. —r~. 681. 2xV«». 

*V* ' V*' i + 


682. 2sC ° 2r . 683. . . 684. - 

coa* 2x I +x*+x« 


2 (x cosx+-sen x) 
i* sen* x 


685. 4-ctgÍ^--4-sen*4''»« c:! 4- 686.- 4 (3 , 1 * > .^—*. —■ 

3 8 2 3 2 3 2 2 7x* >^(4x5 +¿)S 

687 - Tífcr- 688 - arc, «^ + 2(fe- 

689. _tg x(l+2tg*xj_ _ G90 _ Jü2L“£—2son 2xln x. 

eos 2 x y l-f-tg- z-i-tg* x x 

691. l±£i . 692. , BC09 * 693. C0SJ 

l-t-x8 -/l—n*sen*x 2\/ senx—sen*x 

694. sen 5 3x eos 3 3x. 695. 696. -i-senÜ^-^. 

2 2 \A-x* 


i+2Vx+í\nv7+\ 


2 V”3x—9x z " 


8 y;y*+ysy «+y;+yt 2 v 31-1 

„ lnx—2 _ r„/l—lnx n 2x—cosx 

9 ’ “““I. 2 HT— )J- 7 °°' (x*—sen x) in3 


701. — 


■ 2vr=Tt 

703. arcsen(lnx) + 7f ^==-. 704. __g_ soc* () . 

705. 2sen3j 
V l-fsen 2 z 

706. _0,8 (coa?í±i-sen0,8x) ( sen ?í±i+0,8 co«0.8x) . 

707. 10^(1+^11.10) . 708. - ^1 - ^ . 

709.-í-—. 710.- JL= r. 

<x* + 2x+2)arct gr i_ V 1 1 

* + 2 XÍ8+9VÍ) 


2/i + 3/ (l+x^x+3) 11 4*/ l+/x 
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- «n 2 x 7¡4 3 j!arctgT 3 + 

2V^(«+se» 2 ») s < + ^ 

ctgxlncosx+tgxlnscnx 7 jg |/ T —x 
ln 2 cosx ' V 1 +*" 

7T -=&? [V ír£ +arC8en41 ) • 7 ' 8 - ~¿W7- 

7¡=-T■ 720 ‘ 1 °' , * x,nl0 ( , « i+ ^7)- 


2senx(xsenxcosx 2 +cosi5enx 2 ). 722. 


eos 2 x 1 /" eos 2x ' 


2 —3x—x 3 -/i—i i 2 „inx lnx —1 „ 

(i—D(i+* - 5 )K T+y 724 ~ T=ir- 725 2 Hí^- ln “- 


/ÍEJ'-" 7 - 


d+*)V i-* 2 


729 - /fff- 7S0 - iü r i± 


—eos 2x. 732. _ " . 733. (a 2 +1) sen x*“*. 

l/(* 2 -1> 3 

2tf“ 2x 

,t-co«*(!+,„□*), 735. (1 +f -u )(arct8 ,^ -. 

10** sen 3x. 737. flx 2 aresen x. 

«* ^ 739 * . 

4|/lc|/ (1 + *- ,/ *) 3 ' ' V>+^-* 2 

(eos r—sen x) (**+*“*) 74J arctg x 
e*cosx+*'*sen x ' ' (| _l^)S * 

sen(x-cosx)(l+«nx) ^ lC0S a l( , + c tgx-3 tgx>. 

cas 2 (x—cosx) 1 

M-V? 745 1 — 

551/ (6+«Vi»)" ‘ V***+4** + l 

c aictg Vl*ln(2¡c+») 

(2x+3)[2 + ln(2x+3)] V l + ln(2x+3) ' 

40 ■ Tín **+1 * 2 

2x — 3*l/"l—4x 2 ' x* (x 4 + lj' 'y 1 —ix—x 2 ’ 

i ——-i-^-í-ctgx. 753. (^^«nx + xq+^cosx , 

* 1— x 2 * l^l+x 2 

(i 2 — 32x—73) (3—x) 3 
2(x+Í)»Vi+2 



755. 3«y?(2 + T^) 

10 / (1 +« V5 ) 2 

**-arotg x-i-i- 10 *+> 

756. Í2í-t4-5) .4- J= -. 757. -4—. 

V i + X 2 / YX COS J X 

e x arctg x f , , x 5 1 

ln»* I. (l-(-x 2 )arctgx Inx ]' 

759 ’ -(árceos i—i=P-' gJ+ Vl-^arccoax J' 

760. 4 V (x 2 +a 2 ) 3 . 761. (aresenx) 2 . 762. 

754 - ^rr- 765 -7 /tÜ- 


4ctg 2 In Ig2x \ 
361,41 2s.n--.fj' 


766. (tg2x) 


767-2f!±lPl±^_ . 768. —1_. 

15(x 2 -M)p^ |*_5)=^75+4 **-^ 2 +l 

2/ix"- 1 , 2nx'> 

m - — l2 .. + 1 ■ 81 " es un numero par. y S1 „ es uo 


número impar. 770. 


.. 774 ..) 1 . 


i, 2—n(n+l)*"-*-f-2(n 2 —J)»"—n/n—l)*»l. 

*>) - ([ _^ 8 -. Indicación-, aplicar el valor 


de la suma x+x 2 -!-...+x n . 

776. V¡=F +' y-225fe*_. 777. 3^. 776. -¡rf-g. 

78 °- « <w - «n+Lwl • 78 ‘- 
( A rch*)'- ^j^==r 5 (Artíi*)'-j—y. 782. -¿j-. 

, M ~«+« 4 ) 2 ■_i_ __ 7flí 1 

8** ’ 2;/(l-y)J (l+y)J ' ’ 3i/2—4 * 

785 ' -71¿7 VT -^- -E2 ' 6,8 '' 789 ‘ VT. 790. -i. 

791. -i. 792.-793. l/¿. 794. - jf~g . 

4 a 2 y r x y 2 —ai 

3a 2 eos 3x+y 2 sen x 2° 797 y 

79j ‘ 27Í5TÍ ■ ,96 ' 3 (1 — y 2 ) " ^ 

798. * , y a -2^ 2 79g 3x 2 -t-2axy + 5y 2 

y 2y 2 —x 2 ‘ ax 2 +2ixy-f 3y 2- 
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Respuestas ai cap. 111 


800. 

802. 

804. 

807. 

810. 

812. 


pco9 2 (x+p) (eos (xp) —sen(xpQ —1 
* eos» (x +y) (eos (x p)—se n (xp)) — 1 

_J_ g03 Y 1 —P 2 (l —V - !—x ; ) 

2 (l + lnp) ' ' Y 1—x*(l— Y 1 — y ! ) 

p2-xplnp ení (*+p) 


801. 2*-» 


2P—1 
1-2* ' 


i*—xpln * ‘ 
3 


805. — 

« 1 / 


l+sen (x + p) 


809. 


- V± **• 2=r- 

V~l —fc* gll pcosx+seo_(x—p) 
T+TcóST' '■ son (i—p)—sonx 
1 + P 2 
»* 


806. - 
sen p 


1 +pson (xp) 
i sen (xp) ' 


2 sen 2p—sen p — * eos p 


814. (2.4). 


816. p -4- 4x + 4 ■* 0; 8p — 2x + 15 * 
al o ' ' 


la subnormal os igual o — 8. 

819. a) i, = 0, í, = 8; b) í, 

820. 181.5-103 erg. 821. tu. 


0; la subtaugente es igual a 1/2: 


^ 0, t, = 4, i, = 8. 


= 13-j-. 822. 


e2i.it. 


823. íi)=(2b<— íi) — 1 la velocidad sa reduce a cero cuando ¡ = -^- s- 

824. 23A. 825. (O^O); (1. 1); (2,0). 827. (1, 0); (-1, -4). 

828. p = 2x — 2; p = 2x + 2. 829. 3* + p + 6 = 0. 

830. La tangente es p — p 0 = (x — * 0 ) eos i 0 ; la normal es p — p 0 — 
= — (x — x«) sec x 0 . 

831. La tangente es x 0 (p — p») = * — x«: la normal es (p — Pe) + 
+ *o (* — *o) = 0- 

832. La tangente es x+2p=4a; la normal es p=2x—3o. 

833. La tangente es p—Do = (* ~ *ol: la normal es p—Po = 


p 0 (2a-x,)3 , 

' /o_\ l* *«• 


j» 11 — *«>• 

835. Las subtangontes son Iguales a x/3; 2x/3 y —2x. respectivamente; las 
subnormales son iguales a —3x*; — 3x*/2 y l/2x*. respectivamente. 

836. p~-g- (*—t) : 837 ' 2x-p+l-=0. 

838. 27x - 3p — 79 = 0. 839. 2x — p - 1 = 0. 

840 . 4* - Ay — 21 - 0. 842. 3.75. 844. x + 25p = 0; * + P = 0. 

845. (0, 1). 846. p = x. 848. i - p - 3c' 1 = 0. 849. 2/y 5. 

850. (1 + Y 8/2'. !)• 

857. 2x — p ± 1 -= 0. 

858. Si p «s / (x) os la ecuación de la curva dada, la ecuación del lugar geo¬ 
métrico buscado es p = x/' (x). a) La parábola p 1 = y px; b) la recta paralela al 

eje Ox p — jJ-j ; c) la curva <ksppa> yY “ s — *’ + x* =* 0; d) le circunferencia 

x« + p« = a. ■ : 

859. 1) g>, = 0, <p s = arctg ; 2) arctg ~. 802. 1) arctg 3. 2) 45°. 

861. 90°. 862. 45° y 90°. 863. arctg 3. 864. arctg (2^2). 
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865. Cuando ii es impar la tangente es — -i-y = 2, la normal es ax—by = 

= 0?—^ Cuando n es par las tangentes son — ±-r-=2. las. normales son 
” ‘ a O' 

ax±by = a 2 —6 2 . 

879. Ají = 1,401; dy = 1,4. 880. Ay = 0,1012; dj/ = 0,1; S^-;= 0.9880..“ 

Ay —dy 


881. 4. 882. -‘—2. 883. Ay=l,91; dy = l,9; Ay —dy ==0,01; 


Ay 


= 0,0052. 884.. Ay = 0.1: dy = 0;i025; Ay-dy=-0,0025; ^^ = —0,025. 


885'. Ai = 47 

0,1, 

0,01 

Ay = 18, 

1.161, 

0,110601, 

dy = 11, 

1.1, 

0,11 

A y — dy = 7, 

0,061, 1 

0,000601, 

6= Ay 7 dt ' =0,39, 
Ay 

0,0526, 

0,0055. 


886. Ay «1,3; dy«l,l; Ay—rfy«0,2r «0,15. 

887. a) dy ¡= 16, % - 5,88»á; 

b) dy — 8, % = 3,03%; 

c) dy = l,6, ■ % = 0,62% 

888. a) dy = 4,8 cm ! ; b) dy = 8,0 cm 2 ; c) dy = 9,8 cm 2 . 

„ 0.125 , 5 di . 4 di „ di . ,, 

mi) 17T rf Tf^"’ 3 ;5_ ' 4 ”* r ' 5 "ITyT' 


dx 


ü) -- 


dx 


•; 7) 


dx 


2(<.+¡>;vG 


3nx y x 

« - °- 2 l"r" ) - i iÍ 7 r-' 

11) [(2i-¡-4) (i=-l^í')+(i 2 + 4i+l) (2x-^i^)]di; 
13) 


.... Oí" di 
U > liS-4) 2 


ítit 

a-i 2 ) 


15) 


2 tgi 


; 14) 3(l+iT-i 2 ) 2 (l-2i)di; 

1 


*¡ M » 8 ' ,, « , Ính« )7 >- 2 00,1 ln ' 2 ^if 

-<*; ,9) * 


18) - 


COS 2 I 
di 


di; 


2 arctg 


20> (,2 y aresen i l/T^I 2 _r '+ 2Í 

2I> (y'i_;T ~~ÍT*~ ) “’■ 




dx; 


2.1-017$ 
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Respuestas al,cap. III 


22) (3"=-.-Í-ln3+9^--Í=.)á.. 


890. 1) —0.0059: 2) —0,0075; 3) 0,0086; 4) 0-. 5) 0,00287. 891. A y ss 
«0.00025; sen 30=1'«0,50025. 892. 0,00582. 893. -0,0693. 

894. áp=» —i^Jir </<p. , 

V*os 29 

895. 0*3466. 896. son 60° 03' = 0,8665; son 60° 18' = 0,8686. 

899. 0,995. 

900. arctg 1,02 « 0,795; arctg 0,97 « 0,770. 901. 0,355. 902. 0,52164. 

903. a) El cambio que solre la longitud dol hilo ea; 2d¡ ^ ~ d/; b) el o.aui- 

31 

bio opetado oo la Hecha os: d/==^-d». 

904. El error producido al calcular el ángulo por su seno os: A*,«■ 
= tgz-Ay; el error producido al calcular ol ángulo por su tangente es: Sx T ■=-- 

= 4-sen2i-Ai (donde Ap, As son los errores de las magnitudes p y 2 );-r-®= 

= —i—; la exactitud obtenida para el ángulo con ayuda del logaritmo do 
su tangente es mayor que la obtenida mediante el logaritmo de su seno. 

(213+41+7) (3l 2 +2) dt 
31' [<¿s+2“!+l> (i»+2í+.6)l* 

21n3 _ ds 

'Y“°“ 2 ‘ '' _J sen2s ’ 


905. 0,3%. 906. i) dy = 


2) ds= — 4~sen - , ~ dt\ 3 ) ds=*—ds; 4) dv- 


3 ,n 'B* ln 2 tgs 


5) ds* 


(4u-3)áu 


6)dp = 


2 is 
eos 2» 


2 V 2“3— 3u+l 

908. Es continua y derlvable. 

009. La función / (z) es continua por todas partes excepto los puntos x — 0 
y x = 2; /' (z) existe y es continua por todas partes excepto los puntos z = 0, 
1, 2, donde no existe. 

910. Para z = kn, doude k es cualquier entero. 

911. Es continua, paro no es dorivable. 

912. f (0) = 0.J 

913. Es continua, pero no es derivable. 

914. Ap y Az son las magnitudes de distinto orden infinitesimal. 

915. Es continua, poro no eí derivable. 910. Sí; no. 917. o. 918. mee 0 ' 1 '. 

919. La abscisa varía con la velocidad i> x = — 2rw sen 2<p; la ordenada va¬ 
ria con la velocidad «»„ = —2r<o eos 2q>., 

920. La velocidad do la variación de ,ln abscisa es v x = v ¿1 + eos q>); la 
velocidad de la variación de la ordenada es i>„ v son q> (cp es el ángulo formado 
entre el eje de ordenadas y al radio polar.dol punto). 

921. —^=-0,000125?. 

922. 2 llpil *— e3 en el punto (3,6) y —2 8 en el punto (3, —6). 


923. 2.— en el punto (3, 4) y —2 -j— en el punto (—3, 4). 
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924. En loa puntos (3, 16/3) y {—3, —16/3). 

925. '4c y 2ao. 926. ‘2no y 2nru. 

927. 4nr ! u y 8nre. 928. Para * - "-*• ■ " 


«±Í° 


2 ni + y y para x ■■ 

929. Pora x — 2¡ti. 930. En l/n ! vicos. 932. a) Sí; b) no. 

934. 1) a - 18z + 9y = 0; 2= 4z* (1 - z*); 3) y* = (z - 1)1; 

4) z = Arceos (t —y)? V^2y—y=; 5) y — - 1 


935. 1) t = (2* + 1) n; 2) í. 
b .. __ » 


1: 3) í - n/4 + ni; 4) /, = 1, t, « _l 


936. — jCtgip. 937. —jtgip. 938. ctg-|- 


939. 


_3f=—1-: 
2 f ' 


940. -1. 941. y. 


942. 


eos y—<psenip 


943 ' nall-m - 


1 — sentp—qicosip ' 

944 --ttIt- 94 s - í £w- 946 --f 

948. No existe. 949. ]/S/6. 

950. 1) t = n/2 4- a; 2) t = n — a; 3) t = n/6 + a/3, donde a es el ángu¬ 
lo formado entre la tangente y el ejo Ox. 

956. 1) Las curvas se cortan en dos puntos formándose los ángulos a¡ = 

= a t = arctg y s: 87° 12'; 2) las curvas se cortan] en tres puntos formándose 

los ángulos a, — a s = 30° y a, — 0°. 


958. La longitud de la tangente es T= 


normal es íf; 



1 s 1 


sen| 

’t 


3 

COS y t 


la longitud de la 


; la longitud do la subtangente es S T = yctggfI; 


la longitud de la subnormal es ¡S,v* 


»*« 2 * 1 . 


959. 


961. 


(.eos 1 


V 

sen í 
I y 
eos < 


|y tgt| y 1 yetg 11 . 

, | y ctg 1 1 y ly tgí|. 

0. 964 . 4z + 2y — 3 : 


963. z + 2y — 4 = 0; 2z — y — 3 
- 4y 4- 1 = 0. 

965. y = 2, X = I. 966. 1) 4x + 3y - 12a = 0; 3z — 4y + 6a = 0: 

2) * + ! «—*= * ! 3 > y=l+*lna. 

969. p = 2a eos I. 970. 8 = q>,_a = 2<p. 

974. 3; -3. 975. 1) 0; 2) 0; V3; ~Y 3. 

977. fr i íUí íiiastge. 978. arctg = arctg <p. 


0; 2z — 


979. 


. p=Y aZ cos2 * + tusona í ; q> = arctg ( y tg , la tangente del áDguIo 


2 ai 


formado entre la tangente y el radio polar es igual a ' ^,,, ' 21 ' • 


23* 
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Respuestas al cap. 111 


980. La subumgcnto polar es S T = ; la subnormal polar es S.v — 
983. -j^-. 984. pina. 985. V 1 + a*. 

986. 


. —— . 987. 

Y rZ-xZ y 


V b*z*-\-a*y t> 


088- y Í + 6 Jte±£-to. 989. ]/ 1+9^- 

990. V'í+ñop^rfx. 991. eX+ ¿ r * =11- 992. r. 

993. 2a sen 4^, 994. 3a eos t sen I di. 995. a y I-j-t* di. 

996. 4a sen y di. 997. actgírfí. 998. al. 999. a^chíl di. 

O * 

1000 . ^ in/min; el vector de la velocidad está dirigido vorticalmentc hacia 
abajo. 1 

1001. loy¡!6 » 51 km/hora; el vector de la velocidad es paralelo a la 
hipotenusa del triángulo rectángulo un cateto 1 del cual c» horizontal o igual a 
50 km,.y el otro es vertical o igual a 10 km. 

I0Ó2. 14,63 km/hora. 1003. 40 km/hora. 

!004. B a (sona+ ' ««05. 9,43 m,s. 1006. 2. 

1007. —24x. 1008 . 207 360. 1009. 360. 1010. 6 (5x* -f 6x= + 1). 

1011. 4 sen 2x. 1012. i. 1013. . 1014. -y ?y ■ 

1015. i. 1016. a ” ( "^ 1> -. 1017. 16a sen 2<p. 

1018. *019: 2«< J (3* + 2x*). 1020. ■ 




1021. 


--j -2 arctg x. 1022 . — 


i+xz 

1023. - .i,* .. 1024. 


Y (a*—x»)* 
a-4-3 V x 

4xyí\¿+y5) r ' 


1025. 


.. 1026. - 


aresen x -4- x Vi — x 2 


■/(*+**)* 

4x-yj ’ - y 

1027. a ( aI - 1 > scnj: _ . ,028. X* f (ln x+1)*+ -1. 
Y ( 1 —a 2 sen*x) s J,\¡ L ■■ t 

1029. 1030. (—l)n *rx. ; , 

1031.’a"sen 10x4-n-^-J-fr6 n eos (fcx + n-ij. 

1032;,2n-'sen ^2x+(«Wl) -y-].' 1033. e*(x + re). 




Respuestas al cap. HI 


,034. 1035. 

,038. ( _ 1) n4[ 1 _^ + _L_í_]. 

,039 - '-" nK '[ (a-W ~ ^~W J- 

— d 2 ^ 

UMO. 4->c« (4*+a-2-). 1054. 

71 'Jji/A-Ehk 

,056. * . 1057. 1058. 

« 4 ía y* r 

(3—s) e 2> 2o 3 xy 

l0S9 ' " (2—.j)3 ~~‘ l06 °- - ¡y*-..*) 3 ' 

,o 6 i. - n -L___ 1062. - yi(x -:Z + \ 7 - m • 

[1 — cos(x+y)| 3 x 2 (y —l) 3 

1 Py 

mx ^J^y- ,064 ' ■y* ,065 ' “y (*+pv • 

-w^ 070 - «"• -TOT- 

1072.-rj-7-— . 1073. I) o°^ < ~, 4 . e8n !! ; 2) O, porque x + y = 0. 

a (1 — coa 9) 2 7 9a 2 coa 7 f sen» t 

1074. 1) 4i 2 ; 2) —¡-2—. 1075. —-Í±iL__. ,080. 16 m/s=. 

7 7 1 — * 2 a {eos f — í sen /) 3 

1081. i>-=2í-4, a=»2. 1082. —«2/18 cm/s*. 1084. -0,0015 ra/s 2 . 

1085. —1/8 m/s 2 . 1088. 1)‘(*2— 379) sen .r —40xcosz; 

n 

2) e x ^ C n sca (* + *-?[-) • 3 ' a" 1 ’ 3 ® 11 (a* + n-^-) + 3aa n ''x 2 X 
A -0 

Xsen j^ox + (n—l)-^-J+3n (n—1) a’'--z sen |^ax+(n—2) 4j-j + « — 1)X 

X (n—2) a n ‘ 3 sén j^ox + (n—3)-^-j . 

1093. y' J "> (0) = 0; (0) = (1-3-5 . . . (2n - 1)1’. 

1095. y<’"-‘> (0) - 0¡ y<’"> (0) = 2 (2 -4-6 ... (2» — 2)]-. 

1096. - 4t=-- l097 - D(™-2)x”'-’rfx 3 . 

9x /1 

1098. 4(x + 1)(5x 3 - 2x — l)dx 3 . 1099. 4** s .2-ln4(2x’ln4-t) dx 3 , 

‘ “ - - - 41 n t _4 —ln 3 . 
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Respuestas al cap. IV 


1102. -4 sen 2*3x3. 1103. ± 3ü2£Í2 -(1 + 5 tg* <p) d<J>*. 

4V r tg» 


„04. . nos. 1» <r-p-d**- fe»; 

3x‘ p 2 

2 ) i^y — — 4aec* 2« df*. 

1106 . 1) d'p = eos sd*i — sen xds*; , 

2 ) d*p — a* eos (o*) In B d s x — a* ln ! a (a* sen a* — eos o*) dx-; 

3) d*p “ a ,a ln a |cos a ,J (C( + 9f* ln a) — a n son a»9t* ln a| dt'. 


AI capítulo IV 


1110. 1) Es ol punto del máximo; 2) decrece; 3) crece; í)_ es el punto dol 
nínimo; 5) es ol punto del máximo; 0) es el punto del mínimo; 7) es el punto del 
nínimo; 8 ) es el punto del máximo; 9) es el punto del mínimo. 


1 decrece, en ol punto 


mínimo; 

mínimo; ... ... r -— — . 

1112. En el punto x, = 0 crece, en el punto x 2 • 
i, = —n /2 crece y en el punto x, = 2 decrece. 

1113. En ol punto x, — 1/2 decrece, crece en los puntos j, = 2 yi,= (; 

el punto del mínimo es x, = 1 . . , . 

1114. Crece en el punió x, = 1. decrece en ol punto x, = — 1 : el punto del 

mínimo es x, = 0. , 

1115. Decrece on el punto x, ■= 1/2, crece en ol punto x, = 1 / 2 : el punto 
del máximo es x s = 0 . 

1125. Tres raíces pertenecientes a los intervalos ( 1 ,2|, ( 2 , 3) y (a, 4), res¬ 
pectivamente. 


1127. sen 3x s - sen 3x, = 3 <x s - *,) eos 3?. donde x, 

1128. a (1 — ln a) — b (1 — ln b) = (b — a) ln donde 


<!<*»• 
a < S < ó. 


2 A* 


1129. aresen|2(xo + Ax)l-aresen 2 x 0 = ~-—p . donde x 0 <| <x 0 +A*- 

1135. Paro x 0 5 tiende a cero tomando no todos los valores intermedios 
sino tal sucesión de éstos para la cual eos x- tiende a cero. 

1136. 0,833. 1137. 0,57. 1138. 1,0414* 1139. 0,1990. 1140. 0,8449, 

1141. 1,7853. ,, 

1149*. La desigualdad necesaria es debida al crecimiento de la función 

y= l ^' T en ol intervalo ^ 0 , -Í-J . 

1150. (— oo, -1) crece, (-1, 3) decrece, (3, oo) crece. 

1151. (— oo, — 1 ) decrece, (— 1 . 0 ) crece, ( 0 , 1 ) decrece, ( 1 , w) crece. 

1152. (— oo, — 1 / 2 ) crece. (- 1 / 2 , 11/18) decrece, (11/18, oo) crece, 

1153. (-oo, o) crece, (|-e, a) decrece, (o, oo) crece 

1154. (— oo, —1) crece. (—1,' t) decrece, (l,.co) crece, 

1155. (— oo, 0) decrece, (0,1/2) decreco, (1/1 

1156. (— oo, 0) crece, (0, oo) decrece. 

1157. (— OO, 0) decroco, (0, 2) crece, (2, oo) decrece. 

1158. (0, 1) decrece, (1, a) decrece, ( e. oo) crece. 

1159. (0, 1/2) decrece, (1/2, oo) crece. • 

1160. (0, n/3) decrece, (n/3, 5n/3) crece. (5n/3.2n) decrece. 

1161. (0, n/ 6 ) creco.^n/ 6 , n/2) decrece, (n/2, 5n/6) crece, (5n/6, 3n/2) de¬ 
crece, (3n/2, 2n) croco. 


(l.oo, 

i/ 2 , i) crece, (l, oo) decrece. 
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1162. Crece de manera monótona. 1163. Crece de manera monótona. 

1164. (o, crece, decrece. J .. 

1165. y mSx = 0 para x = 8 , sr mln t= —1 para * «■ 1. ■ • 

1166. y mix = 17 para x = —i, y ro i„ = —47 para * = 3. .. # 

H67. y m¡x = 4 para x = O, *„,„•= 8/3 para x = -2. 

1168. Pm«r =* 2! P ara 1 r °' Pinto .= ya para x = 2. 

1*69. y máI ='¡^3 para * = -3. 1170. y máJ = ° para x = 0. 

twi. V mix = 0 para I «r 0, p m(n = -2/3 para *,= 1. . 

1172. = 2 para x = 2/3. 1173. » máJ = V 205/10 para x = 12/5. 

1174. P ralx = \T? para x = 0, y m(n — 0 para-x = ±a. 

1175. pniin = O para.x = 0. 1176. Crece de manera monótona. 

1177. ' ¡W-^Í^ÍS para x = i-, y m ,á = 0 para x=-l y para x-5. 

1178. y míx ~ 2,5 para x=l. y mln ~ e<i f' } «1.76 para x=e. 

1179. y mai “ 1/2 P ara * = 0. y min — n/8 para x = 1 . 

1180- Pma. = ° P ara Pn.ln= 3 para *-i. 

1181. » roa ,= 6n ^ü' ,!+l8 ~<.l3 para x = ±^-,p mln -l para x=0. 

1182. P ml x“<*"7+-^ para x=-í, 


i'mln 


361^3—12n V^3 + 72 —n a + Cn 


144 


para x= —. 


1183. y múI - í/n para x = 1. ¡- mln - -1/n para x =■ 3. 

1184. Si aó <O, no existen valores extremos. SI aó>t) y o>0, se.ticuo 

Pmtn °* 2 P“ra x = -i- 1» -j i »> «8>0 y a<0, se tiene y mtl = — 2 l/ñí 

1 1,6 

par» , = —= _ 1 „_. 

1185. 13 y 4. 1186. 8 y 0. 1187. 2 y —10. 1188. 2 y -12. 1189. 10 y 6 . 
1190. 1 y 3/5. 1191. 3/5 y - 1 . 

1192. El valor mínimo es igual a (a + ó) 4 , el valor máximo no existe. 

1193. n/2 y —n/2. 

1194. El valor máximo es igual a 1 , el valor mínimo no existe. 

V _l_ 

1195. El valor mínimo es iguala , el valor máximo no existe.. 

1196. 1^9 y 0. 1197. ~ y 0. 1208^4 y 4. 1209. 1 . 1210. 6 y 6 . 

1211. 3, 6 y 4 cm. 1212. 3 cin. 1213. 1 cm. 1214. VTo. 

1215. El radio de la base es igual a la altura, igual a “j/". 
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1216. H = ¿R. 1217. - °^ 3 - em. 1218. 2* |/-| « 293°56’. 

1219. El lado es igual a 3p/4, la base es igual a p/2. 1220. El lado es igual 
a 3p/5, la baso es igual a 4p/5. 

«• '»■ í- - i-#. /¥• 

1223 . 20 km/horn, 720 rublos. 1226. Al cabo de 1hora » 1 hora 38 
minutos. 

1227. La distancia que medie entre la cuerda y el puDto A debe ser igual 
a 3/4 del diamétro de la circunferencia. 


4«V r 5 RV 5 


1229. La altura del rectángulo es igual a • 


r 8JP+A*-3A 


, donde h 


la distancia desde el centro de la cuerda quo subtiende el arco del segmento, R 
es ol radio del círculo. 

1230. El radio do la base del cono debe ser 1,5 veces mayor que el del ci¬ 
lindro. 

1231. 4 R. 1232. a:49°. 1233 . 60°. 1234. «V3. 1235. — R. 

1237. ¿.+| = 1 . 1238. aV2 y 0^2. 

o 

1239. El área del rectángulo es igual a — X el área de la elipae. 

1240. Por el punto (2, 3). 1241. C <—-VT)- 

1242. * = a — />, si a > p; x = 0, si a < o. 

1243. La sección del canalón ha de tenería forma de semicírculo. 

1244. La longitud de la viga es de 13 y m. el lado de la sección transver¬ 
sal es de m. 

1245. El valor buscado es igual a la media aritmética de los resultados de 
los cálculos: 

1246. Que dista.3 km del campamento. 1247. A la-altura R\f 2/2. 

1248. La distancia que media ontro el punto buscado y ol manantial 

do luí de intensidad luminosa es igual a . 1? ■ , en otras palabras, 


do luí de intensidad luminosa l¡, es igual a -j-=—, en otras palabras, 

V 'i+r'i 

la distancia I so divide por el' punto buscado a raión de VT¡ : VT 2 . 
1249. 2,4 m. I - ' 

1250. f mln ° P" a ? =arc *8 *• 

1251. ss 4,5. ; 


!252. 2t,+ y 20 + /^. 
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por 

1253*. ' don<le L eS la 8 encralri * rio1 00110 ■ Tomar en 

consideración que la diferencia entre la distancia que media entro el centro de 
la esfera y el vértice del cono, y el radio de la esfera es igual a la diferencia en¬ 
tre lé'altura del cono y lá altura de 1 lá parte sumergida del segmento. 

1254. fl/4. 1255. K/2. 1256. P (p, ±p1^2). : 

3 


,1263*. t • Como la función ea constante (V ¡ 

' 4 ' . 


0), su valor,os igual al va¬ 
lor de la función dada para cualquier ¡valor de x, por ejemplo, paro r =s 0. 

1264. .X 1265. 0. 1267. .g máx = ^a3 para x = j , y mta = 0 para x=»a. 

!P: P a « X ‘ Z J' l'mln = 0 P ara **f° ? P 3ra *“ a - ' ' 

1269. y =■ -2a pora x =*'—a, - 2a para x = a. 

1270 - Vmtx = 5/4 para x = 3/4. 

1271. y mál -= 1 para x — 1, y mln = —1 para x “ —1. 

<272. y mln = 1 para x - 0. 

•273. y mi , = 4/<* para x - 2, y mlP - 0 para x = 0. 


•274- ümin *= * * = <• <275. y míx = [T7 para x = e. 

1276. Para a = 2 es máximo. 1277. a = —2/3, b «■> —1/6. 

1278. Ea convexa en el entorno del punto (1, II), cóncava en el entorno del 
punto (3,3). 

1279. Es convexa en el entorno del punto (1, n/4), cóncava en el entorno 
del punto f—1, —jt/4). 

1280. Es convexa en el entorno del punto (1 /«», —2/e 4 ), cóncava en el en¬ 
torno del punto ( 1 , 0 ). 

1287. El punto do Inflexión es (5/3, —250/27). Los intervalos son: deja 
convexidad (— oo, 5/3), de la concavidad (5/3, oo). 

1288. No tleuq puntos do inflexión, la gráfica os cóncava. 

1289. Loa puntos de inflexión aon (2, 62) y (4, 206). Los intervalos son: do 
la concavidad (— .oo, 2), de la convexidad ( 2 , 4), do la concavidad (4, «). 

1290. Los puntos áo inflexión son (—3, 294) y (2, 1141. Los intervalos son: 
déla convexidad (— oo, —3), do la concavidad (—3, 2), de la convexidad ( 2 , oo). 

1291. El punto de inflexión es (1, —1). Los intervalos son: de la convexi¬ 
dad (— oo, 1 ), de la concavidad ( 1 , oo). 

1292. No tiene puntos de inflexión, la gráfica es cóncava. 

1293. Los puntos de inflexión son (—3a, —9a/4), {0, 0). (3a, 9a/4). Los 
intervalos son: de la concavidad (— oo, —3a), de la convexidad (—3a, 0), do 
la concavidad (0, 3a), de la convexidad (3a, oo). 

1294. El punto de inflexión es (ó, o). Los intervalos son: de la couvcxidad 
(— oo, 6 ), de la concavidad (3, oo). 

Vs-i 

1295. El punto de inflexión ^aresen ■ — ^ -, t 2 J , Lo» intervalos 

son: de la concavidad |—-í)-, aresen de la convoxidad 


1296. Los puntos de inflexión (+1, ln 2). L 03 intervalos son: do la convo¬ 
xidad (— oo, —1), de la concavidad (—1,1), de la convexidad (i, oo). 
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1297. El punto de inflexión es ( ae 2 , 2 J . Los intervalos son: de 

3 3 

!af convexidad (0. <w 2 ), de la concavidad (a* 2 , oo). 1298. No tiene puntos de 
inflexión. La gráfica es cóncava. t 

( j arctj . 

Y • f " J E1 intervalo de la concavidad 

es | — oo, , el de la convexidad es , ooj . 

1300. Él punto de inflexión es (1. —7). Los intervalos son: do la convexidad 
(0, 1). do la concavidad (1, oo). 

1305. a = —3/2, b = 9/2. 1306. oí = —20/3. p - 4/3. Los puntos 
(—2; —2,5) y (0, 0) también son puntos de inflexión. 

1307. Para a < —el 6 y para a > O. 

1316. Loa puntos de inflexión son (t. 4) y (1. —4). . 

1317. Para t — 3n/4 los puntos do inflexión son (* = 0,1,2,.. .). 


sen i—sena 


|coa?, dnnde a<| <b. 


1319. <d>—ro = 2e6, donde a<|<&: 

1324. — í—, 1325. 0. 1326. 1. 1327. i. 1328. 4. 1329. -£= . 
3/a P 3 Vó 


1330. —4 . 1331. 2. 1332. 1333. 


1 T ’ 

— . 1334. -2. 1335. 2. 


1330. In -J-. 1337. cosa. 1338. 2. 1339. 1. 1340. 1. 1341. . 1342. 16. 

1343. 1. 1344. I. 1345. -2. 1346. 0. 1347. 0. 1348. a. 1349. -i. 


-. 1351. —I. 1352. 0. 


1353. oo. 1354. a + g + C . 1355. 1. 

1356. oo. 1357. 1. 1358. 1. 1359. *. 1360. 1. 1361. a». 1362. e n ., 1,363., 1. 
1364. 1/2. 1366. Los valores de x*'son mayores que lós do a*x“ / 

1367. Los valores do / (x) son mayores que los de ln / (*). 

1374. / (115) B 1 520 990; / (120) » 1 728 120; 6, = , 0J — 0,03 (error abso¬ 
luto). 

1375. y=±íx. 1376. x=0, y = 0. 1377. y = 0. 1378. x = 6, y = c. 

, . • .“ 

1379. x=— 1, 1380. x+y=0. 1381. y = x+2. 

1382. y = +x. 1383. x = 0, y = 0; x + y = 0. 

1384. x = 6; x = 26; y = x -f- 3 (6 - o). 

1385. y + 1 = 0; Zx + y + 1 = 0. 1386. x = -1 le, y = * +¡ 1/a. 

1387. x= 0, y = x. 1388. x = 0, y = x ■+■ 3. 1389. y — ^ x — 1. 

1390. y =• 2x ± n/2. 



1391. y — x % si. / (x) no. es constante idéntica. 

1392. Si lím cp (i) — =oy lím (í) =.6, y = b es asíntota; si.- lím ^ (t) = 

í-W<» *-•■*« , r , 

= oo v lím <p (O = a . entonces x = a es asíntota. 

■• ' Vi. ' J 1 1 

1393. x= — 1, y=0. 1394- 5 =-ji+í. 1393. y = ±-j- *—j. 

1396. I + !í + a = 0. 1397. x = 2; 2* + 8» + 1 *= 0;• 6* — 40» + 
4-9 = 0. - V ' ‘ , 

1398. Está definida por todas partes. La gráfica os simétrica respecto ni 

origen. ¡/ m4 , — 1/2 para i = ivy m(n «= —\n- para, z = —l^Los puntos da 
inflexión de’ía gráfica son (~\^í -V 3/4), (0, 0) : y fV/lF, A/ - 3/4). La asíntota 
es y = 0. i . 1 .■ . 

1399. Está definida por todas partes, oxcepto los valores z = +1. La grá¬ 
fica es.simétrica respecto’ al eje de ordenadas. No tiene máximos. y mll , — 1 para 
x — 0. No tiene puntos de inflexión. Las asíntotas son * = ±1, y = 0. 

1400. Esta’ definida por todas partes, oxcepto -los valores x — 41-. La 
gráfica es simétrica respecto al origen. No tiene oxtrcmos. El punto ae infle¬ 
xión es (0, 0). Las asíntotas son * = —1, * ~X.;y => 0. 

1401. Está definida por todas partos, excepto, los valores x = 1. x = 2 
x = 3. Ij mix « —2,60 para z » 2.58, y mto » 2,60 para x es 1,42. No tiene 
puntos de inflexión. Las asíntotas son x = 1. x ■= 2, x 4 3, y = 0. 

1402. No está definida cuando x= 41. La gráfica es simétrica respecto 

al eje de ordenadas. — 9 para x ■* 0. No tiene-mínimos. Cuando x < —1 
crece; cuando x > 1. decrece. La gráfica no tiene puntos de inflexión. Las asín¬ 
totas SoTl'x = 41 ; , y “ 1. , . 

1403. Está definida por todas partes, la gráfica es simétrica rospecto al ojo 
de ordenadas. y mln — —1 para x = 0; (I, 0 ) y (— 1 , 0) son’puntos do inflexión 

de la gráfica con la tangente horizontal; los puntos do inflexión son (+\í 5/5, 
—64/125). No tiene asíntotas. 

1404. Está definida por todas partes; la gráfica Os simétrica respecto al 

eje do ordenadas. y má , = 0 para x = 0, = —27/8 paro x — ±1/2. Los 

puntos do inflexión de la grálica con la tangente horizontal son (±1, 0). Cuando 
x a 40,7 y x as ±0,26 también existen otros ouatro puntos de inflexión de la 
gráfica. No tiene asíntotas. 

1405. Está definida por todas partes, excepto x = 0. y m , n •= 3 para x = 

= 1/2. No tiene máximos. El punto de inflexión de la gráfica es (—>/T/2, 0). 
La asíntota es x = 0. .... „ . ,,, . , 

1406. Está definida por todas partes, excepto x = 0. La gráfica es simé¬ 
trica rospecto al eje de ordenadas. y ml¡ , = 2 para x = ±1. No tiene máximos. 
La gráfica no tiene puntos de inflexión. La asíntota es x =- 0. 

1407. Está definida por todas partes, excepto x = 1- y min = —1 para 
x = 0. No tiene máximos. El punto de inflexión de la gráfica es (—1/2, —8/9). 
Las asíntotas son x = 1 e y¡= 0. 

1408. Está definida por todas partes, excepto x = ±V 3. La gráfica es 
simétrica respecto al origen de coordenadas. y_ Sv = —4.5 para x = 3, ¡/ m ( n = 


simétrica respecto al origen de coordenadas. y m4x = —4,5 para x = 3, y mIn = 
4,5 para x = —3. El punto de inflexión de la gráfica es (0, 0). Las asíntotas 
son x = ±\f 3 y x + y = 0. » 

1409. Está definida por todas partes, excepto x = —1. No tiene mínimos. 


I. Está definida por todas partes, excepto x = —1. No tiene mínimos. 
—3 para x= —3. El punto de inflexión de la gráfica es (0, 0). Las 


asíntotas son x = — 1 e y ■ 
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1410. Está definida por todas partes, excepto x = i. No tiene máximos. 
y ra(0 “ 27/4 para x = 3/2. El punto de inflexión de la gráfica es (0. 0): La asín¬ 
tota es x => 1. 

1411. Está dofinida por todas partes, excepto * = 1. i/ max = 0 para x = 0, 

l'mln = "3 Vi para z*^Vi- El punto de inflexión do la gráfica es 

( —{^5, — jfVS ) • Ea asíntotas son x-s 1 e y*x. 

1412. Está definida por todas partes, excepto x = —1. ? m /, x ■= 2/27 pora 
x =- S. y m | n — 0 para 1. Las abscisas de los puntos do inflexión de la grá¬ 
fica son 5 + Las asíntotas son x — —1 e y — 0. 

1413. Está dofinida por todas partos, oxcepto x = 0. y mál = 7/2 para 

x = 1, p máx = —11/6 para x = —3, y ro , n — 27/8 para x = 2. La abscisa del 

punto de inflexión de la gráfica ea 9/7. Las asíntotas son x = Oe ( = yj + i. 


1414. Está definida por todas partes, excepto x = 0. No tiene máximos- 
y mlll a> —0,28 pora x » 1,46. La abscisa del punto do inflexión de la- gráfica 
es — VT La asíntota es x = 0. 

1415. Está dofinida por todn9 partes, excepto x = 0. = —2,5 para 

x — —2; no tiene mínimos. La gráfica no tiene puntos do inflexión. Las asín¬ 
totas son x ** 0 o y => x. 

1416. Está definida por todas partes. y ¡nix = 1/e para x = 1. No tiene 

mínimos. El punto do infloxión do lo gráfica es ^2. . La asíntota es y — 0. 

1417. Está definida por todos partes. y mltX = 4/e* para x = 2, y raln ■= 0 

E ira x = 0. Las absícas do los puntos do inflexión de la gráfica son 2 + \f'£. 
a asíntota es y *= 0. 

1418. Está definida por todas partes, excoplox — 0, y mit¡ — e para x = 1. 
No tiono máximos. La gráfica no tiene puntos de inflexión. Las asíntotas soii 
x = 0, y = 0. 

1419. Está definida para x > — 1. y mln =s 0 para x = 0. No tiene máximos. 
Le gráfica no tiene puntos de inflexión. La asíntota es * - —1 

1420. Está definida por todas partes. La gráfica es simétrico respecto al 
eje do ordonadas. y m(n = O para x — 0. No tiene máximos. Los puntos a.e inflo¬ 
xión de la gráfica son (±1, In 2). No tiene asíntotas. 

1421. Está definida por todas parles. La gráfica es simétrica respecto al 
eje de ordonadas. g m áx — — para y mln '=»0 [para_ x = 0. Las'abscisas 

de los puntos de inflexión do la gráfica son + ^'' ^^^ . La asíntota es 

P—0. .i 

1422. Está definida por tocias’ partes. y mix “-27/Í* para x ^ 3. No tieno 

mínimos. Las abscisas de los puntos de inflexión son 0 y 3 ¡k l/’3. La asíntota 

és y ■= 0. *. 

1423.'Está definida por todas partes. La gráfica es simétrica respecto al 
origen la coordenadas y mtx = -~ para x = l, y ro , n = —~ P»™ I =“ 1 - 
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Los puntos de inflexión de la gráfica son (0,-0),^ (í^3, \Í2e “) 

v —(t/3, —VZe í)¡ La asíntota es y = 0. „ ■ . - 

1424 . Esta definida-por todas partes, excepto x — 0,. No tieno extremos. 
La gráfica no tiene puntos do inflexión. Las asíntotas son x = 0, y *= 0 e y ■= 

= ~425. Esta definida para x>0. No tiene extremos. El punto de inflexión 
• 3 3 _ a ' 

de la gráfica es (e ? . «*+-1 «,!*)., U asintotas son x =*0 e *-*. 

•••••'< 1426. La función está dofinida cuendo -- es <x < —1 y cuando 0 < 
< x < oo. En el intervalo (- oo, -1) crece desdo e hasta oo; en el intervalo 
(ff, + oo) crece desde ! hasta t. La .gráfica consta de dos ramas sepnradas. Las 

asíntotas boo^i todas parU , ? . No tiene extremos. Cuando x = 

-e +tn (k - 1, 3, 5, . . .) es estacionaria. La gráfica es simértica rospocto a 
origen de coordenadas, no tiene asíntotas; los puntos do inflexión son (tot, kn) 
(* „ (I 4 - 1 . + 2 , . . .); en los puntos do inflexión la gráfica cruza la recta 

U í¡28. Está definida por todas partes. La gráfica es simétrica respecto al 
eje do ordenadas. Los puntos extremos satisfacen la ecuación tg x == -x. Las 
abscisas de los puntos de inflexión satisfacon la ecuación * tg x = ¿. No tiene 

asíntotas. ^ (lo[inida cn |os intervalos (—n /2 + 2 kn, n/2 + 2kn), donde 
k _ o 4-1 4-2, ... El período es 2n. La gráfica es simétrica respecto al eje 
de ordoriadas.ií m4x = 0 para x = 2 tei. La gráfica no tiene puntos de inflexión. 

Las asíntotas son x == n/2 + fen. . 

1430. Está definida on los intervalos (—n/2 4- 2kn, n/2 + 2 kn), donde 
k = o 4-1 4-2, ... El período es 2 n. La gráfica es simétrica respecto a! eje 
de ord’onTd¿srp mlr - 1 para x = 2 kn. La gráfica no tiene puntos de inflexión. 

Las asíntotas son x = n/2 -4- kn. . .1 

1431. Está definida por todas partos. La gráfica es simétrica respecto ai 

origen do coordenadas, — * P ^ 2 1 ~ " T “** ^min “ 1 para 

x = i. El punto de inflexión es (0. 0).. Las asíntotas son 1 y x ± n. 

1432. Esté dofinida por todas partes, excepto * «= 1 y x = 3, y m6x = Ve 
para x = 2. No tiene mínimos. Las asíntotas son x - 1, x = 3 e y - 1, 

1433. Está definida por todas partes. El período es 2 n. y mln — 1 para x = 

= kn, donde * = 0. ±4, ±2.; y m4x = « -1 P«a r=n/2 + 2*n e p m4x - 

■= 1 + 1/e pora x = 3n/2 + 2*n. No tieno asíntotas 

1434. Está definida por todas portes. y raéx =.4/27 para x = HUI, y mln — 
- 0 pora x = 0. La gráfica no tiene puntos de infloxión. ni asíntotas. 

1435. Está definida por todas partes. La gráfica es simétrica respecto ai oje 
de ordenadas. ¡/ míl - 0 para x = 0, y raln = -3 para x «= ±1. La gráfica no 

tiene puntos do inflexión, ni asíntotas. 

14361 Está definida por todas portes. La gráfica ce simétrica rospecto ai 
origen de coordenadas. y m4x = 2/3 para x. = 1, Pmln “ = P“ ra * “ *' 

El punto do infloxión do la gráfica es (0, 0). No tiene asíntotas. 

1437. Está definida por todas partes. y„ 4x = 2 para x = 0. y m , n - 0 para 
x = — 1 . El punto do infloxión de la gráfica es (—1/2,1). La asíntota es y = 1. 

1438. Está dofinida por todas partos. y mix « 2.2 para* = 7/11, y mIn = 0 
para x = f. Las abscisas de los puntos de inflexión de' la gráfica son—i y 

. No tiene asíntotas. 
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1439. Está definida por todas partes. g nix = 2 ^ 4 para x = 4, y mtn = 0 
para z = 0. El punto de inflexión de la gráfica es (6. 0). La asíntota esi + 
+ y = 2 . 

1440. La función está definida cuando x > 0. es bivalente. La función y = 

■= x + V x s (rama superior de la gráfica) cíece de manera monótona. La Jun¬ 
ción y = X — \f7 (rámajinferibr de la gráfica) tiene máximo para z = ~\f 20/5. 
La gráfica no tiene puntos de inflexión, ni asíntotas. _ 

1441. Está definida para x > 0, es bivalente. La función y = x* -f y x 5 
(rama superior do la gráfica) crece do manera monótona. La función y — x a — 
— i/"? (rama inferior de la gráfica) tiene máximo cuando x = 16/25. La absci¬ 
sa del punto do inflexión de la rama anterior de la gráfica es 64/225. No tiene 
asíntotas. 

1442. Está definida para x>—1, es bivalente. No tiene extremos. La 
gráfica es simétrica respecto al eje de abscisas, sus puntos de inflexión son (0. 1) 
y (0, —1). No tiene asíntotas. 

1443. Está definida en los intervalos 1—1, 0] y (1, co), es bivalente. La 
gráfica es simétrica respecto al eje do abscisas. | y | w4l = VÍ2/3 para x ¡=» 
= —y3/3. La abscisa de los puntos de inflexión de la gráfica es 


V* 


. No tiene asíntotas. 

3 

1444. Esté definida para x > 0, es bivalente. La gráfica es simétrica res¬ 
pecto al eje do abscisas. | y ! m4t ~ y Í2/9 para x = 1/3. La gráfica no tieno 
puntos do infloxión. No tiene asíntotas. 

1445. Está definida para x — 0 y pora z > 1. El origen de coordenadas es 
un punto aisludo. La gráfica es simétrica respecto al eje de abscisas. No treno 
extremos. Los puntos de inflexión de la gráfica son 

(*■*¥*) . No tiene asíntotas. 

1446. Está definida para x < O y para x > fT, es bivalente. La gráfica es 
simiétrlca respecto al ejo do abscisas. | y | m4l ■= 1 para x ■= —1. La gráfica no 

tiene puntos de inflexión. Las asíntotas son x = 0 o y = ±z y3/3. 

1447. Está definida para x < — 2 y para x > 0, es bivalente. La gradea 
es simétrica respecto a la recta y = x. y m4x -= —2 pora x — I. La gradea no 
tione puntos do inflexión. Las asíntotas son x = 0, y = 0 y x -+• ¡/ = 0. 

1448. Esté definida para —a'< x .< a, es bivalente. La gradea os 


simétrica respectó al eje de abscisas. | g l ra ái = “ 


V- 


5 y 5-n 
,2 


para 


= _£.(y5?-l). No tiene puntos de inflexión. La asíntota es x=o. 

1449. Está definida para 0 < x < 4. es bivalente. La gráfica es simétrica 
respecto al eje 'de abscisas. | y | m •= V"3 para x = 3. La abscisa de los puntos 
do infloxión de la gráfica es 3' — y3/ ‘No tiono asíntotas. 

1450. Está definida para -32 <x^2. es bivalente. La gráfico es simé¬ 
trica respecto a los ejes,de coordenadas, f y | máI = 3y575 para x 'm +1. Los 
puntos de inflexión de la gráfica son (0,0)y (¿yF, ±y3/5). No tiéne asíntotas. 

1451. Está definida para —1 < x < 2, es bivalente. La gradea es^simé¬ 
trica respecto a los ejes de coordenadas. | y | m4l =■ 1/2 para x = +y2/2, El 
punto de inflexión de la gráfica es (0, 0). No tiene asíntotas. 
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Las asíntotas son g=xey=x-r 6n; (—1 — 3n, —1 + 3n/2) es el máximo, 
(1 — 3«, i — 3n/2) es el mínimo, (—3n, O) es el. punto de inflexión. 

1467. I (t) e y (t) están definidas para todas las t, excepto t ■= — i. La 

asíntota os x + y + 1 = 0. (0, 0) os ol punto'múltiple, los ejes de coordenadas 
sirvon de tangentes en este punto. No tienen puntos de inflexión. En el primer 
Cuadrante está un lazo cerrado. 1 , 

1468. x (í) o y (t) están definidas para todas las t. Cuando x < —lie: la 
función y (x) no está definida, cuando — i/e < x < 0 esta misma función eS 
bivalente, cnando x > 0 es univalente. La línea es simétrica -respecto a la recta 
x+ u 0. El máximo es (e, lie). Existen dos puntos de infloxión. Loa ejes de 
coordenadas hacen de asíntotas. 

1469. Es una línea cerrada simétrica respecto al eje de abscisas, con un 

punto do retroceso (a, 0). , , ¡ 

1470. Es una rosa cerrada de tros pétalos. La función esta definida en los 
intervalos |0, n/3], [2/3n, u|, (4/3n, 5/3n). Los extremos existen cuando <p = 
= n/6, q» ~ 5n/6 y tp = 3n/2. 

1471. La función está definida en los intervalos |0, ni 2), [n, 3n/2). La grá¬ 
fica de la función es simétrica respecto al polo. Las rectas = —a son 

1472. La función está definida en los intervalos |0,‘ n/2), |3n/4, 3n/2), 
|7n/4, 2n|. La gráfica do la función es simétrica respecto al polo. Las asíntotas 
son X — o y x f= —o. En el polo la curva toca la recta tp.8n/4. i 

1473. Existe para todos los valores de q>. Cuando q> =0 el máximo es igual 

a 2a, cuando q> s= rt ol mínimo os igual a 0. La licoa cS cerrada y simétrica 
respecto al eje polar. El polo es el punto de retroceso. i 

1474. La-función esté dolinido en los intervalos |0, n/2 + árceos l/ó). 
|3n/2 — árceos 1 Ib. 2nl. En el punto ip = 0 la función tiene el máximo igual 
a a (1 + b), en los puntos cp = n/2 + árceos 1/6 y <p = 3n/2 — árceos 1/6 
tiene el mínimo igual a 0.,La gráfica do la función es áimétttca respecto al eje 


i (y 2n; 0,5). El eje polar 
olo en-forma de espiral, 


polar. 

1475. Existo para <p > 0. El punto da inflexión es i, 
es la asíntota. La lín'ea so desarrolla alrededor del poli 
acercándose a ésto de manera asíntótica. 

1476. Existe para <p > 0. La gráfica es una espiral que parte del polo y se 

acerca, de manera asíntótica, o la circunferencia p=* 1. '. 

1477. Existo para—1 <t <1 situada íntegramente a la derecha del ojo 
de ordenadas. Línea cerrada. El máximo existe cuando 1 -'0 (<p= .1 radián, 
p = 1), Ño tiene puntos de inflexión. Cuando I — +1 toca el eje de ordenadas. 

1478. Rosa de cuatro pétalos. El origen de coordenadas es el punto autotan* 

goncial doble. ' 

, - , . , oj/2 , . aV'¿ 

1479. La línea pertenece íntegramente a la banda-g— 

Es simétrica respecto al origen. La asíntota os x =,0.- (0, 0) os el punto dé' infle-' 1 
xión en que el eje do abscisas sirve de tangente. Existen otros dos puntos; de 
inlloxión. •¿.ií- V'V-r i - \ -j.V ji 

! 1480. Es una línea simétrica respecto a los cuatro ojes *= 

U = x y = —x, cerrada, que tiene cuatro puntos do retroceso, que son (a, 0 ), 

(0, a), (—a, Q) y (0, —o). El origen.de coordenadas es un punto aislado. 

1481. Es una línea simétrica respecto a los ejes de coordenadas y las bisectri¬ 
ces de los ángulos coordenados. Las asíntotas son (x + »)* = El origen de 


* Eu esto ejercicio, al igual que en los que siguen más abajo, las asínto- 
tas vienen dadas en el sistema de coordenadas cartesianas en. el.cual el eje polar 
hace do ejo de abscisas,, y la perpendjcular bacia.eí eje polar .qué pasa .por el 
polo, hace de eje de ordenadas. 
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coordenadas es el punto coádruplo. En él, la9 ramas de la línea tocan los ejes 
de coordenadas. La línea' presenta la forma de «molino». 

1485. Las demás raíces son simples. 

1486 . 0,1 <x < 0,2. 1487. —0,7 < x, < -0,6 y 0,8 < i. <0,9. 

1488. 0,32'< x-< 0,33. _ ' , , 

1489. —3,11 < x, < —3,10, 0,22 < x, < 0,23 y 2,88 < x, < 2,89. ‘ 

1490. 0,38 < i, < 0,39 y 1,24 < x, < 1,25. 

1491. -0,20 < * < —0,19. 1492. 0.84 < x < 0,85. 1493. 1,63 <*< 1,64. 
1494. 1,537 < t < 1,538. 1495. 0,826 <x <0,827. 1496. 1,098 < x < 

< 1,097. 

1497. 0,64 < x < 0,65. Para 0 < a < 1 existe un solo número real igual 

a su propio logaritmo, siendo menor que 1. Para 1 < a < c ° existen dos núme¬ 
ros distintos iguales a sus propios logaritmos: uno do éstos pertenece al intervalo 

(1, r), el otro, pertenece al intervalo (a, + oo). Para a =■ e e el único número 
igual a^su logaritmo es el número e (es la raít doble de la ecuación log a x = x). 

Para t e < a < oo no existen números reales quo sean iguales a sus propios lo¬ 
garitmos. 

1498. (x - 4)* + 11 (x - 4)* + 37 (x - 4)* + 21 (* - 4) - 56. 

1499. (x + 1)» _ 5 (* + 1) + 8. 

1500. (x - 1)'» + 10 (x - 1)* 4- 45 (x - 1)* + 120 (x - 1)’ + 

+ 210 (x - 1)‘ + 249 (x - D» + 195 (x - 1)‘ + 90 (x - 1)» + 15 (x — 1)» - 
— 5 (x — 1) — 1. 

1501. x* - 9x» + 30x* - 45x» + 30x» — 9x + 1. 

1502. 1 (-1) = 143: f (0) - -60: r (1) = 26. 


1504. x+-^ + 4+ ... -b-^^+^lptOx+n+llaeí, [donde 

1505. 94.^Í-Í£^i)j + j£nj)L_ +( r -, (2n-2)l(x-4)n 

4 64 T 512 ~ + 

-( — 1) n (2n)l (x 4) n>l 

2*"**nl(n+l)! y|4+0(x—4)p*»« . 

I506 - 1 + - + ($r+ (2 x n +í)i 61 ■ donde 0< 

<9< 1. 

1507. (x-l) + -|-(x-l)2 + i|-(x-l)t+-l-(x-1>‘-|- ... 

( — 1) n 0 (x— I)” , ” (_l)n.l 6(r _ 1)n »l _ 

(n — 3) (n — 2) (n — 1) n(a-2)(n-1)n (n + l>[l-i-0(x— l)l"-2 ’ d ° nde 

o<e<i. 

2x2 2V 2*x< 2’x» 2 2 n-i z 2 n 

1508. ___+_ -gf-+ ... + (_l)n-.__ + 

/_ 02 n T 2 n*i 

+ ( 2n4- ' l)l — a8n20 *- donde °<e<i- 

1509. 2 -(x—2)+(x—2)2—(x-2)»+ -¡i j ■ d <” d « 0<8<1. 
|5, °' - donde ° <0<i - 


24-0176 
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1511. ,+ £^.*¡..®fe+2£. donde 0<9<I. 

(1-02*2)2 

1512. 1—i (x—1)+^- (»— »>*—- ^ 3 ¡¡- (x—íP+'^lp X 

-• , (z ~ i)l , donde O<0<1. 

V[l+0(i-l)]' 

1513*. Debido a la existencia de la tercera derivada tenemos 

/ (<.+*)-/(«)+*/' («)+-£r/' ( «)+-gf-/*'<e+ 0, * ) . 

Comparando con la expresión en el texto obtenemos: 

'-jí-ir (•+*)-/* Mi—^-r(«+M). 
e8doc,r - r («+«g . - . r ji),e r fe± . ° g= ^«> = ¿ r( .+e t ». 

Sólo queda pasar al limite para ó 0. . 

1514. I,a {unción decrece. (0. 3) es el punto do inflexión de la graflce. 

1515. La función tiene el mínimo igual a 1. 

1516. La función tiene el mínimo igual a 2. 

1517. La función tiene el máximo igual a —11. 

1518. La función crece. (0, 0)es el punto de inflexión de la gráfica. 

1519. La función crece. (0, 4) es el punto do inflexión do la gráfica. . 

1520. / (*) - 1 - 6 (x - 1)'+ (x - 11* + . . .; I (1,03) sí 0,82. 

1521. /•(*) = 321 + 1087 (x - 2) + 1648 (x - 2)» + . ..; f (2,02) es 

~ 343,4; / (1,97) es 289,9. 

1522. / (x) = 1 + 60 (x — 1) + 2570 (* — !»»+...; 1 (1*005) « 1,364. 

1523. / <xj - -6 + .21 íx - 2) + 50 (X - 2Í> + . . .; /(2.1) » -3,4; 

1 (2,1) = —3,36399; ó =0,036; ó' o: 0,011 = 1,1%. 1524. 1,65. 

1525. 0,78, « <0,01. 1526. 0,342020. 1527 . 0,985. 1528 . 0,40, 8 < 0,01. 

1529. 1530. ■£-. 1531. 36. 1532. 0,128. 1533. . 


1534. 0. 1535. 1. 1536. <537. 


1539. (eos x |. 1540. 


(l + 9x«) ? 

, 1 


(l‘i : +a‘(f 

[(m-lXaópm^m-r, I _1 


3^a|xy| 


(fcJal ¿Zm-2 4- „Zmy2i*-Z)2 


—:-. 1543. 

achí i 6 


.. 1545. — . 1546. 


8 a sen y 


V l+.lnM * 


0(1+1*) 2 


„ 9 2 +* s +* 

*--- 7 

aq>*-‘ (cpa+£2)2 


(«H-* 2 ) 2 
2ai-V^ ‘ 
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1554. (x+4)*+(p-y) 2 = i|l. 1555,(r-2)2+( v ^2)2 = 2.- 
1556. (i+ZP+fy—3) 2 = 8. 1557. ( x-(p—|-) 

«• w-r-Ht-i-r-f—ÍT-T)- 

1560. (j£L, -yin 2 )- 1561. (-y to 2, .-C1562. Para 't=fai. 

1563. -I a. 1566. a=3, b=— 3, c=l. 

1567. p = —x»-0,64* + 4,522+0,l.rS. 

1568. £=x- 1,11 • 

1569. E = Í2W . - -iSÍ+^Üi; (oüW-^W. 

i i 2 ¡ * 2 2 

1570. £-x+3xV._n~P+3Á 5 ; (5+>)> í +<E-»l) í -2« f . 

1571. l-±y ]/ -j (3p + a), • 

1572. 5~-y‘ 5 ' 0«=3< 2 -y. 5 2 =^-(^+|) S . 

1573. (±l) 4 + 6a 2 (-|í-) 2 + 3a51 = 0. 1574. 5*+,, 3 = (2a) 3 . 

1576. SI, es posible. 1579. 2 p[|/ (^jt£) 3 -l]. ,580 - - * ( '* > a ^ .. 

1581. 6a. 1582*. 16o. Al obtener las ecuaciones paramétricaa de la ovoluta, 
pasar a otras coordenadas y al parámetro, poniendo x «• —x„ y — — y„ t = 

= Sits* . Valerse de la dependencia que oxiste entro la longitud de la ovoluta 
y el incremento del radio de la curvatura. 

1584 . 0,785. 1585. 0,073. 1586. (3,00; 2.46). 1587. (-0,773; -0,841). 
1588. (1,38; 4,99). 1589. (0,57; -3,62). 1590. 0,78. 1591. (2,327: 0,845). 


Al capítulo V 

3 6 n 

(x 2 + l)dx; 2) j («*4- 2) dx; 3) J aenxdx; 


4) ^(8-2x 2 ) dx; 5) j (Vx-x 2 ) dx; 6) ^ (ln x-ln 2 x)dx. 

-2 0 I 

1593. 20—— (y 20-f—: a= —; o=-^-. 

n n n 5n 

24» 


1592. 1) j 
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1594. 

a>=-gj|» 0,248, ó «0,039. 




1595. 

31 

,5.1596. 10}i. 1597. -|aó- 

40 cm 2 . 1598. 10 


1599. 

8 . 

1600. 21-j. 1601. 2-1. 1602 

. 140 cm. 1603. « 122,6 

m. 

1604. 

20 

cm. 1605. 625 Julios. 1606 

i. 4 cm. 





n-1 


Ti 


1607. 

a) 

S (*!♦!—*l). 

7*0» í n s3 ^’lí 

b) m— ^ 

!>(«)< 



i-0 


To 




n-1 




1608. 

a) 

00 = 2 ’f(Si)(<M—‘i). *o« 


b) 0=1 

't'(f) 



i-=0 


Tn 




n -1 


T 


1609.; 


,= 2 «o = 0, 

tn=T\ <?* 

\ 1 (0 di. 



(=0 0 
n-t 


1610. a) 

b) A : 


S f <El)*(»l) <*!♦* — 

t=0 

Ti 


i 


<P («)♦(«) *• 


ta = T 0 , (» —f|i 


1611. 1500 culombios. 1612. «67 600 Julios. 1613. 2880 Julios. 

í 

1614. a) P„= 2 «íl (*lel-*l). * 0 =°. x n= b < b) P= J “* d *- 

t«0 0 

1616. a) -—=> 18,75 kgf; b) la recta debe ser trazarte de tal modo que 
ontro ella y la superficie medie la distancia igual a ~ 17.7 cm. 

1616. «-1. 1617. — ■ 16«8. 1) 50; 2) 4a; 3) ; 

4) y ol>2; 5) a(a2--| + l); 6) rá; 7> 31,5; 8) ; 9) -y-; 

1Q) •&- & + W. U)] 4 . t2) 16 13 ) 0 . 

1619*. jij; «1,67-10". Escribir la expresión cuyo límite es buscado en 

forma de la n-ésima suma integral de cierta función. 

1620. ln 2. 1621. ln 2. 1622*. bi o, in 3 ss 1,1. Véanse los ejercicios 1620 
y 16211 1 — 

1623*. 1) oeO-«o+l; 2) alna—a + 1; 3) ( lPa> * . 

La eipresión o + 2?* + . . . + <y] n se halla mediante la derivación 
dé la suma de los términos de la progresión geométrica. 
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1624. |seni|dx —2 ^ senxdx. 1625. ~ . 1626. 1627. -g*. 

O Ó 

1630. 8</<9,8. 1631. 3</<5. 1632. « < 7 < 2íi. 1633.'< 7 < 1. 
1634.' 1635: 

1636. 1) La primera; 2). la segunda., 

1637. 1) La primera; 2) la segunda; 3) la primera; 4) la segunda. 

1640. 0,85 < I < 0,90. 

1641. a) ’l <7 <V r 2 « 1.414; 

b) 1 <I < 1 ~ 1,207; -c) l<7<]/^« 1,095. 

1642. Vmod = *ifl+il) +i ; *i+ü. 

1643. y m ed—| (i}+x,x,+xl). Si i,i, >0, en un solo punto;[si *,<0 

y i,>0, en dos puntos siendo válidas (las desigualdades—y- <*, —2*,, 

en caso contrario, en un solo punto. 

1644. [24,5. 1645. . 1646. O. (1647. -|á-l m. 

1648. 11 A. 1649. « 1558 V. 1650. 1) ; 2) ; 3) • 

o 

1654. — 1652 * >4«c iOOi-f-25P julios, » es la distancia recorrida en 

metros. 


1653. 

'-t(Í 

t>+apl*+pt) 

, donde 

„ B*-E, 

a íriT’ p1 


1654. 

Q=*ci>t+~ 

,l + |.,s. J655. 

iS=10, 

AS—10,100033.. 

. 1656. dS=! 

1657. 


Ai 

AS 

dS 

a 

a 



1 

92,25 

64 

28,25 

0,442 



0,1 

6,644 

6,4 

0,244 

0,0382 



0,01 

0,6424 

0,64 

0,0024 

0,00376 

1658. 

1 

T 

. 1659. 0; 

; Jp-; 1. 1660 

•i! 

X 

/(i)di--/(i). 


1661. 

- 

, -f 

1662. Mn21 . 
X 

1663. 1) 

r, 2) —4z ln*. 



Zx 


1664*. 2 ln a 2x — ln 2 x. Presentar la integral j li^xdi en formando la 

X 

a Zx 

suma do las integrales [ ln*id*+ ( In 2 xdz, donde o>0. 
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1665. !)'■= — —“j—■ 1666. 1) -^- = ctgí; 2) 1667.-2. 

1668. Para x = O es igual al mínimo. I (0) = 0. 1669. l.| 

1670. y m4j , = 5/6 para * = 1, y mfa *= 2/3 para x = 2. El punto de infle¬ 
xión do la gráfica es igual a (3/2, 3/4). 

1672. l)i; 2)-i|; 3)52; 4)4-y; 5)45^-; 6)w0,08: 7) 2—1^2; 

8)6|; 9)3(^=.-^-); 10) g- <V9)+*t-«o- 

1673. 1) 2; 2) 0; 3) r» — 1; 4) 1; 5) id 4; 6) n/6. 1674.0. 1675.1 - j/fl —1. 


Al capítulo VI 

■£•+1 

1676. lyS + C. 1677. •2L j _- + C. 1678. C-i. 

1679. «0,4343.10*+ C. 1680. 1681. Vz+C. 

1682. /f + r. | 1683. «4,1i°- ,3 +C. 1684. u-u*+C. 

1685. ^z*V~Z+z+C. 1686. C —-e*+ln|x|. 

1687. C—lOx”® - *+ 15x 0,i —3,62x ,-)8 . 1688. «—2 In lal-^+C 


1689. 2xl ~!¡?- 6 +C. 

3 y» 

1690. y {/'x*+-^-xV'*+-| xVz?+-£¡-z?l r x+C. 


1691. j:‘/J—jVÍ?+C. 1692. arcaenx+C. 


1 

V3 


1693. áx- ffif + C. 1694. (tgx + x)+C. 1695. C— otgx-tgx. 

1096. tg x 4¿Í*.+ C. 1697. C - ctg x— x. 1698. x — sen x + C. 
1699. arctgx— -+C. 1700. ln|x|+2 arctgx+C. 1701. tgx+C. 


1702. 


* X +C- 1703. ^L+C. 1704. -ÍSÍÍ- + C. 1705. 2 l/I+^+C. 
,706. ±t^- + CAm. C- ■ »08. ^ 


1709. c—£(8—3 xF- 1710. ,711. 


1711. a+bz+C. 
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1712. 1 V(**+l)»+<?. 1713. C-yVd-i?) 3 - 

1714. v' r (x s + 2)«-l-C.". 

1715. V¡í+Í+C. 1716. ~YT-V^+Ci 1717. : -|{<■(**+l)í-hft- 
1718. l/3x 2 -5z-f6+C. 1719i i-sen 4 x+C. 1,720. secz+C. 

1721. aVíSñS+C-. 1722. C—-ieos*z. 1723. |-V7í^> 5 +C. 

1724 . J*fS>i + C. 1725. 1726. 2/T+tTx+C, 

1727. sen 3x + C. 1728. tg (1 4- In x) + 6 . 

1729. i-son3x4C; 1730. xcos o—i-sen 2x+C. 1731, C-j eos (2x-3). 

1732. C-i.son(l-2x). 1733. i- tg (2x- -j-) +C 6 ■j (tg 4x_sec 4z) + C. 
1734. C -coa («*). 1735. ln (1 + x»j + C. 1736. In | aresen x | + C. 

1737. ln (x> - 3x + 8 ) + C. 1738. A- ln | 2 x - 1 I + C. 

1739. Ai n i ez + m \ 4 . C. 

1740. £ln (x*+l) + C. 1741. i-ln | x* + 1 I+C. 1742. ln («* + 1) + C 

1743. i- ln («** + a*) + C. 1744. C - ln | eos z |. 1745. ln t son x | 4 C. 

1746. C — -y ln'| eos 3z |. 1747. i- ln 1 sen <2x + 1) 1 + C. 

1748. C — ln (1 + eos* x). 1749. ln | ln x | + C. 

1750. Inm . ‘■" • + C, si m ^ —1 y ln| lnz|+C, si m— —1. 

/n -f- 1 

1751. e»«n> + C. 1752. («“HC. 1753. -^A-4C. '754. C--^. 

1755. C -1756. 0.5«*V , + C.1757. C-i-e'* 5 . 

1758. oresen ^-+C. 

1759. i-aresen 5x4 C. 1750. -i srctg 3x+C. 1761. aresen-|4C.- 

’ 762 ' 77~2 " clg ^T* +c - 1763 -T nre * I +T -HE, 

1764. i-arctg x*+C¡ 1765. A BrC sen¡-¿4C. 1666. i^arctg 4 C. 

1767. A aresen x«4-C. 1768. i- arctg -^-4C. 11769. ° rC ^ 21 4C. ’ 
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1770. 1 arctg-^2- + C. 1771. e*+r* + C. 
a a 

1772. 4-í3*-t-4-í 2i ‘+3<*+*'+C. 1773. arcaen z—VT^xZ + C. 

3 2, 

1774. -|ln(*2+9)-|-ar C tg-|.+C. 1775. aresen x+1/1^2+C. 

1776. -i-arctgx 2 '—j-ln(x*-H)-f C. 1777. aresen x+^t===+C. 

1778. -J-U»— lA**— l)*l—*+C. 1770. C-2 \ r T ^'-- — \í (arcsonxjá 

1780. C —^ l V 1 — &* 2 + (árceos 3x) s l- 1781. x-4 In | x+4 | + C. 

1782. y[x-, |ln|2x+l|]+C. 1783. A [x—j-Jln 1 5x+a | j +C. 

1784. C — x — 6 In | 3 — x\. 1785. 2x+3Jn|x — 2| + C. 

1786. ±, + |-ln|2x-l| + C. 1787. x + ln (x* + 1) + C. 

1788. x-2arctgx+C. 1789. C--ijt*-j-x>—i-x2-*-lu | l-x|.| 
1790. -y- x+arctgx+C. 1791. In J | + C. ,1792. [In | ~ | + C. 

tre 3 -T ln |l^|+ C - 1794 -¿S ln |jH|+ c - 

1795. x + ln|£=|| + C. 179C.iln|^|| + C. 

i 797 - T ln |fíl| +<; - l798 ‘ TT h |fiSI +C ' 

1801. -Larctgíi^+C. 1802. 4 arct B^ ? + c - 

y 2 , ■ y 2 > J ® iV 

1803. 4-arctg^Íi+C. 1804.J-Í- aresen (2x+3)+C. 

1805.. aresen (x—2)+C- 1806. — aresen * + C. 

1807. larcaan^tí+C. 1808. -£ + 2ü^? + C. 

1809. £_^£ + C. 1810. C-ctg-|. 1811. tg +C. 

1812. 2 tgifl813. .2.tg(|.+^)r-*.+ C.- 
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1814. tg*x+C. “1815. ln (2+sen 2x)+C. 

1816. C— i.(Í2|Í£+cos2*). 1817^^*11 Sjr+iaeni+C. 

1818. -—sen 3i—-p-sen7*+C. 

1819. -i-^2i+sen2a:-l--2-sen4r-f-l-sen6ij+C. 

1820. ln|«g(x+T) | + Cr 1821 . ln(l + scm)+C. 


1822. f£^£-la|cosi|+C. 

I coa 2 ® 


1823. 


sen* ;3sen»z 


+C. 


1824. l) + C. 1825. tgx+ytg* x + C. 

1826. sen z-^^í + C. 1827. -y Ig» *-tg*+x+C. 


1828. C—eos x + y eos 2 *—g- eos 5 *. 

1829. -|-*—j-sen 2*+-~j-sen4* + C. 

1830. -g-tg s *+ ln|cos*H-C. 1831. C— ctg*—g-etgS* —yclg 1 x. 
1832. ysen 2x-y * eos2*+r. 1833. * sen *+ eos x+C. 

1834. ;C-«-*(*+l). 1835. ^(xlnS-lJ + C. 

1838. ¡^(lnx-^J+C. 1837. ^Íi*rctg*—| + C. 

1838. * árceos * — Vi— ** +C. 1835. * arctg V*—V x + acrt K V*+ c - 

1840. 2 V x + f arcsen*+4 j/"l —x + C. 

1841. itgx—-y-f ln|cos*| + C. 

1842. -y-+-i *sen2*+yCOs2*+C. 1843. C—Ig (zV^)- 

1844. V ri + l2arc, 8 * n (*+V l + **) + C- 

1845. 2 (V*~Vx—i aresen V x ) + C- 

1846. *ln(* 2 +l)-2* + 2arctg*+C. 1847. C- ^ (1 * ¿á j+y ,fct g* • 


1848. x^VT+^— |V'(2+* 2 ) S + C - 

,849. (* 3 +l)ln(2 + x) -2.+ C. 1850. C-»-*(2+2x + x 2 ). 
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J851. «*(**—3x*+6x—6)+C. 1852. *'( g - - g-+ 1 ¿-) + C. 

1853. C—x 5 cosx+3x J senx4-6xcosx—6sonx. 

1854. -4 **+-i x J sen 2xH—^-xcos2x—g-aen2x+C, 

1855. x(ln*x-2 lnx+2) + C. 1856. C--i- (lnS*+3ln*x+6In*+6). 

1857. (^-ln z i+31n»+2). 

t858. i (arcsen x)*+2 «rosen i-V^2—1^—21+C. 

1859. (arctg x)*—x arctg x + 4 In (1 + x*) + C. 

1860 . + 1861 . ^(aen2x-5 coa 2 x)+C. 

1862. (nsen nx+neosnx) + C. 1863. -j i 960 1°*— c °al» 1 ) + <'■ 

1864. <coslnx+senlnx) + C. 1865*. C - - Vl-x2+4 arcaen x. 

Poner , y luego j \f \-x- ix transformar a la forma 

J 1—x2 / 

1866*.; y^S+5+yl" (x+^ a J+x2^ + C. (Poner u = V'“ í +* 2 )' 
1867. 1868. 4 {{x* — 1)senx—(x—l) 2 coax]«*+C. 

1869. 2ll/I+T—lnO+lAí+lJI+C* 

1870. 2 ^4"' (5x3+6x7+8x+16)+C. 

l87, ‘ C -2¿^-7pi- W2 - ta |^^+l| +C- 

1873. 2'V^Í^5+V‘2arctgj/£3^-í:. 

1874 . 2lV r í-ln(l+V r 3l+'C. 1875. 2«rctgV*+C. 

. 1876.. 2 ( V-l —árctg V r í).+C. 

'" i i _ 

1877. | <x+l) 5 -3(x+1)*+3 lnll+rx+ll^C. 

- -1878, 4lV^x+T—mln| V^óx+fc+mll+C. 
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1879. 


+ 21^*+3^+6»^*+61nj{/i—11+C. 


1880. 3fG+31n|^-l| + C. 

1881. 2Yx-iyx+ila(l+yx) + C. 

1882. |-l^+2. l V'i 3 +21n| , }^5-l|]+C. 

1883. ± <3c*-4) > /'(^4 r íj 5 -+-C. 1884. ln +C. 

1885. 2Vl + ln*—ln|lni| + 21n|V 1 + lnx— l\+C. 

1886. 0.4 V (1-r cosí x)« (3-2 eos» x) + C. ' 1887. -i ln 2 tg i +C. 

1888. 2a>+*J). 1889. iípi+- i | T +41n|rl-4| + C. 

,890. C-^S’ 1891. fresen y5=^i +C . 


1892. C-iarcacnT^r. 1893. C - /^ + l2 >* . 
“1*1 Jt 3 


1894. C 


1896. C- 


1898. Id 


V í-t* 


aresen x. 1859. 


1897.141=! 

1*1 


a 2 Y **+<£ 

—+ C - 


+ C. 


1+Vxí + 


r +C. 1899. C— 


a*Y i»—a* * 


1900. j(x2-2) l/4-xi+2arcaen|-+C 

1 


1901. 


4 y 15 


ln 


X 1^15+2 V r 4?+i +c 

xyi5-2y4x» + l 


1902*. árceos —- + C. (Se puederealizar la sustitución * ■=-!. ) 


1903*. 2arcsenyx+C. (Se puede realizar la sustitución x = 8en 2 «.) 

1904*. ln j ( “* ieX | + C. (Multiplicar el numerador y ol denominador por 

**, y poner xt z — x.) 1905. 2« ^(Vx—l)+C. 

1906. 31(2—yx 5 )cosí^x+2* / xsen Yx]+C. 

1907. lu(l-x»)+C. 

1908. x arctg x—! (arctg x 1 )—! (arctg ±) l +C. 
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1909. 

1910. 

1913. 

1916. 

1918. 

1920. 

1922. 

1923. 

1926. - 

1927. 

1928. 
1931. 
1933. 
1935. 

1937. 

1938. 

1940. 

1941. 


ln 


—-arctg x -g- (arctg i)*-f C. 


VTT 


yV^(x 2 +3z)> + C. |1911. |-(l + e3*)S + C. 1912.2 e'^+C. 

I 

e -« ’*+C. 1914. C —(1—a*) 2 . 1915. i- sena^-t- C. 

4 « 

C--^-(2-3a 5 ) 2 . 1917. C— g-ln|l-t-3^-i*|. 

3 

-|-ln(l+i J )+t;. 1919. C-ln(3+»-*).' 


C —arcsen r*. 1921. 2 lAl + *e+3ln (x+VT+&)J r C. 

^-[2 VfcT=4-3 ln 13a + 11 + C. 

2senlAí+C. 1924. arcsen Í2|.+ C. 1925. C--i ln 11 - ln**|. 

v ^ T+lDÍz+V ^ )+c . 

(arctg x) n * 1 


n+1 


- + C. si «i^-l, y ln|arctgil, sin— — 1. 


C —2c(g2ip. 1929. 2i-tgj + c. 1930. i tg» z+C. 
■^YiP* (5tg**+9)+C. 1932. i-(tg3a+lncos2 3i) + C. 
4_4 + I _ ln , *+l|+C. 1984.C- í l 5 - iT -l TF . 
Y 2 + 4a(a-l) + c 1936. a V^T^ —j V <l + 2*j s + r. 

4 '3a.-2a )VG+¿?+C. 

Y +4" *" 2x + y V son 3 I—COS x+C. 

C —ln (1 —*+V 5—2*+x*J. 




-i-MSa-i+V^-e^+Zj + C. 1942. -y »f c se“4r^ + C ' 


m lno + nln b~ 
3x^-2 

Vi 


1943. C —8 V 5+2a—i*—3arcsen 
1944 


x — 1 

vi’ 


^-ln (aZ+2a-t2)+arctg(i+l)+C. 
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1945. C—V* 3—2*—*£—4 a resen íy-, 

1946. [ ln (4z 2 —4iT-17) + -i- arctg ]+¿. 

1947. 3V^+2i4.2_4 1n(í+l+l/'i + 2í+2j+C. 

1948 ' ta ^+ C -' 

1949. Í.Í/-9i4+6í+' 2+-^- ln (3* + l+V 9* 2 +6z+2)+ C. 

1950. C—ln |2z 5 —3x+l |. 

1951. | arctg 5í^i-¿ln (5*2+6*+18)+C. 

1952. ^lnl8x + 9+4-y4x> + 9x + l |—y lA* í +9z+1 +C. 

1953. | ^ 3l i- lll+ 2+^i 1 ln|z--ü-+ y/ ^- ^x+|-| + C. 

1954. ^.^5írp3Í__l_ln(x+4+/*’+4)+C. 

1955. V(a — x) (x—5) — (a 5) arctg J/^ÍLZÍ+C. 

1956. xarctg x—i-ln(l+*2) + C. 1957. -i-son 2x—y *cna2* + C. 
1958. ^-((ü)'* 2 —2)sencox + 2<axcostaxJ+C. 


18 59. « 2 * (t i3 -T i3+ T i -t)+ C - 

1960. tg*-ln(cos*) + tgx—*+C. 1961. ln( ln sen x |+C. 

1962. -i-flnd+x^+^J+C. 

1963. -y (i" |tg-4l+c»3*) + c - ,964- y'8 ( t+ ir) 

««• C -T ,n l^i- t9 « 6 - I “7^T+ c - 

1967. 2In(e J +í")+C. 1968. e'*+C. 1969.-y-e^’+C. 

1970. ^=[31n(x+V r í+x 5 )+y(x ! -2) VTf^J+C. 

1971. x—V' 1—xíarcsenx + C. 1972. C —y (+ ctg *) • 


1973 


,4(i- 


2sen2x+cos2x 


)+C. 1974. 4(tgx + loltgx|)+C. 
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1975. ln|een*+C03z|+C. 1976. -1 ln J tg (i +-2I) | + C. 

1977. secx-tgx+x-í-C. 1978. sen x—aictgseni+C. 

1979. 1^2 ln|tgi j+C. 1980. lni-ln lnx-ln x+C. 

1981. ** ( ¿ ¡ ~ <) +C. 1982. ¡C-y«-**(z*+2**+2). 

1983. -l(xí-1)-l/I+2^ + C. 1984. C -****'" 3> t \ -t 

1985. -g- (x 2 —a')5—i- (x 2 —a^s+a* \/x 2 —e 2 +a 5 arcson y~j'+C. 
.996. V^gy-^ +C. ,987.£gM +C . 

1988. V(?+g(*»-6> +C , , 989 . Vg=^ ¿ ±») +C . 

1990. A|}^P_l n ({/P + 1 )| + C . 

1991. *+4y*+í+41n(yn^-!)+C. 1992. 2 arctgj/T+H-C. 

1993. ln^^_p+C. 1994. yi»+2Í+lnU + l+yíí+2Í| + C. 

1995*. g ^ _ j ^ +C. (B* conveniente la sustitución x = senu.) 


1996. arctg 
lAai 


/?+*■ 


8. 2 y t -_ x i + C - 1999- -y ** Ví‘ + 4-ln (i 2 + + C. 

°’ ,n ívfSl +c - 200 ‘- C "T V?, , 


2002. C —, 


3* , 3arc 


<!+**)* 5(1+5 


_+iiE£*£í. 


2003. (^+l)ar ct gx _ 2 ^- +t: . jOM, «reaen »*—Ví=3«+C. 

2005. 2 ye x — 1 —2 arctgye*—1 + C. 2006*.. C— j ln 2 (l + i) , 

(sustituyendo u = l+ — \ . 2007. arctg x+— Á;+C. 

\ , .* r,— 1 ' 1 ’ »> y*- . * ox* ■ 

2008. |*árceos tZ+j-ir. -arctgy¿+C. ; ¡ 



2009. i ln (*+V 1+«•).—.1/1+.»*+«• 

2010. ^-y5sT(5tgt*+H)+C. 

2011 . y^Wx+S)VÍ*í+C- 2012 . ln J^^L+C. 

2013. ^-InUx-WVí í+íl + C. 2014. l n | Iír^J|=í>Í | + C . 

2015. lln|3x-fl|+-J r ln|2x-3| —i.ln|x|+C. 

2016. 4 + 4 + 4x+l n |íígf- Í | + ¿. 

2017. -j-x+ln| x|—^ ln|2x-l|—ln 12x+1 | + C. 

2018. ln 12x—11—6 ln 12x—31 +5 ln 12x—5 |+C. 


2 » 20 .-^=ln +-^*ln i 


2V* \í+vsr*Vi i *+ vt ¡ 

** , , J x(x-2)V(z-l)(x + l)» I , 


2021. y-+ln 


2022. 1» +Al+C. 


‘ u ií+Tr5n Ti - 

2023. 41n|x|-31n|x-l|- ; -^+C. 

2024. ji^+lnlx+H+C. 2025.x+i-+ln -jvp +g- 

2026 ‘ C -3i¿2Í?+27I^ + ln '*- 2 '- 

2 »27. T+T ,n |S| +c - 2028 ' 21n IS^|-¿& +6 '- 

2029. 27¿2)5 + ln|,-5| + C - 

2030 ' -f-lalx+ll- ^t l ^ + C. , 

2032. _^ + lnfe^> + c. 

2033. |-h.|x|+201i.|x-3|—^-ln|x¿-2|+C. 
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■H^il-4 (*+■&)-2&=$¡ +c - 


2035. C — 


(**-«)*■ 


2036. ln 


Vx*+1 


^■^m^yT +c - 

“ i'-Jirkí + vr“* ? w +c - 


2039. ln- 




2040. — ~y ^ + ln ^- -J-L -arctgr+C. 

2041 - t 10 |r4í| _ T ,rc ‘ 8x+c ' 

T‘° (x+iWD " T >rctgx+C - 

2043. y ln| j + »|--^ln (x*+1)— g (j * + - ^ + C. 

2044. ^[,0-jg+Í + arc.glx-^j + C. 

2045. 2x— y+21n{x*+2x+2)-2arctg(i+l)+C. 

***• ln 7=tír + T‘ rcl «T- i r £ “ rctKÍ ^ +c - 

2047*. —4^1n x2 — X ^E — +^arctg x ^Í +C. (En el denominador 
4x>-x 1^2 + 1 4 * 2 

de la expresión integrando sumar y restar 2x 2 .) 

2—1 lü<**+?). 1 __ x 

2048 ' 4(3TP2)+—2- T+VÍ *7^ 

2049. l] D | I |-iln(xí+l)+ I lla(z*+4)-^~^ + C. 


131—159 


2051. -g-arctg(x-fl)- 


vía . i —a , ~ 

”Í6 8rCl ^—2— 

5x»+15x»+18x+8 , 


2052 ‘ 216 <x*+(T) + 36 (1^+9)* +648 8rC¿g 3 +C ‘ 

2053 ‘ 2^íiT-T ln|i+1|+ T ln(,+x2 ) +G -- 
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+2x+£. 


T7+T + á arC ' 8 W- 2,D(l2+ ' +1,+ ^-^ + ^ + 


' mi - i^d+T) +ln %rf+ ,rct «* +tv 


2058. C-Oln 


x— 1] 12x 2 —5x— f 


x | 2(xJ-*í) • 

+ )u VW+i+C. 


xHx'i+i)^ V --r'-r- 

1 1+x , 1 x—2 , 1 


2flbu - T-7TT^ + T-^fT+T arel ^+ c - 

w.. 2, 1x3 + 11 I_1 L „ 


2061. -jj-ln 


3x3 3(x3 + l) 


2069 1 r irrtr «+i. au-i-1) 1S(X+I) 

2002 - 648 L 0rCt8 :i + *>+2*+IO + (x2-t-2x + 10 


6481. * 3 * x2 + 2x+(0 T (j2^-2x + !0)3 J^ - 

2063. *. arcig(x +l ) +£. : ^+J—+ if ¿ + l +2)2 +C. 

20M - C ~ 8 (xH-4) 2 (x3+tx+5) -17. arctgf-arclg(x+2). 

“*• c ~ S '1^¿ n + 2 i ¡t' ,i2 —r arc| g^- 

20W; - 2(j._'/ 2 _^ +1) +I|1 '(T^T)^‘ ! ‘ C ' 

2067. (_4,. + 4^_3)_j^ + _J_ ln |^|±£^| í+<; . 

* ,10 5 , 10 5 . .. 

2068 - ln nTW o+ rí - TT + ñ^-j^ +t - 

2060. 2 l/x-3^—8}'r+6Í / í+48 , *. x + 31n(l + l, /;) + 

4-f-ln(V^-' , A+2)-^arc. K 2 ^li + C. 

- i 1 í 

2070. « [-f f + (■' + l)“-4- (' + 1) + 4( J - + ')' : - 


—|-(*+ii ;1 ] + c. 

2071 . lnl ^íH- y 'Ef 

I l^l + x+^l-x 


+ 2 arclg 


/§!+“• 


25—0176 
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2072. (Yx- 2)/1— x— arcsen Yx+C. 

- (1 + 4* l + x . Yl + x , 1 


2073. + 

2074 ‘ ln y u4+^aj|-1~ 1 ~ arclg ~~yT~+ C ' d0Dde u= i^TTS- 

2075*. ± 1/ i^-l + C. Multiplicar el numerador y'el denominador de la 
3 • * T" 

fracción por V z ~>. y sacar los multiplicadores fuera del signo de radical. 
2070. 


2077 


• 8 t ,n Tfe | + ¿üSSJ +C 


. l+’/i I 2(l + i - r _ 

2078. -i-ln (v^+í-O-X 1 " If'(** + !)*+»'* 2 +'+‘l+-^" ct BX 


2079. ^ VV +«V-f ’/ (1 +**)’+C- 
20«°. to^±S±i_-^arctg ^ 1 +C, donde] u- 


^+T 


2081. - 7 -ln 


, JA+xM- 


Íl-4-arctgÜ^+C. 



2083. i-(4 /;+^!-3)>¡' / ~l + V Í+<7- 

2084. R..+7ln —— '’T . 1 2 V^aarctg^^M-C. donde u = |^ 1 + l^x 

y u3-t»u-f-l V 3 

a* 5 - T ln 7tíf^f +i r arc,gi W +c ' «•*•—«'*+* 

2„ 8 6. C _ií±2 + ‘ arctg?Ü±¿±í- 


1 


* '' YS 
yr+z+x 


■ Y 3 


a ln |v A Mr+^+iK / T+5 + x2 ‘ 


2087 

2088. 




_ * j_ i n - ■ .* — -arctg —-~ + C, donde « = 

2(«3+l) 6* j/„ 2 _ u+ l 2/3 r 3 



9. 12'[¿; 


Vü& ,3 V^_ 


+ 3 1 _u ! __ t ^ i ] + Ci dondefBf=1+i ^. 


2090. ±co.3*(3ccs=*-5)+<?. 209!. ^-^-—+0. 

2092. Í“I‘K*I—JJ 5 J 7 + C. 2093. tg *+i-sán2x—§.*+C. 

2094. -y(tg*!*—ctg»xH-21n|tg*| + C. 

2090. 2096. ^T + C. 

2097. -^-ctgy- 

2098. ¿x+^¡sen2x(cos*x+|-coa*x-f +C. 

2099. *-i-c!g3*+ctgx+í7. 2100.-±.¡tg«x—itg4x-ln|cosx|+C. 

2101. i-otg , x+-i-clg»x—-i-ctg»x+clgx+C. 

2,()2 - C -OT7+T ln |‘«f I- 

««■ r ,n |T=Sl + '5'“ niC0SI+c ‘ 

21MC -TFtg7' 2I *' 


2t06 - 73¥ff to | t « 


x+arctg T 


2107. In 


C-senx| 

IVcüE 


| C-sen x| 

' Y i— 4»eotx' 


2109. l-[x + ln|senx + cosx|)+C. 2110.-i arctg ( 2 tg-|-) + c - 

, 5lg-§-+4 

2111. -g-arctg-g- \-C. 

2112. ltf(2+cos x)+y|arctg(^|lg-|-)-+C. 

2113. COSl(c ° 5 4 r - ,Cnii -ilDlcosx-sooxH-C. 

2114 . 1 „ | l gx + 21 +- 5 T j i | T ^r -4 m 1 COSX i + c. 


25» 
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2ti5. . +. 


2116. 


15(4+scñ2z) 

1 


15 V15 


4 sen 2*4-1 , , 
arC3Cn 4-pscn 2* + C < 


2 -*y 


+C. 2117. yarclgí2tg*)+f. 


2118. -^=- aretg (yT Ig z)+C. 

2119. it g *+_-L=arctg (VÜtg x) + C. 2120 »rctg C. 

mi.C-i-fdgar+^uclg^)]. 

2122. In -HffiED-arclg 2 -igf+l + C . 

^tg2z + lg*-i-l 3 /a 

2123.2 (son ——coa 4 J + C’ para los valores do * quo Satisfacen la 
dusigualdail son -i4 eos y > O, y —2 (sen y—eos y) + C P ara ,os valorea 
de x quo satlsfacou la desigualdad seny+cos y<Ü. 


2124. 2 Vtgz+f.¡2125*. C—- 


'ctg»i. (l'oner u = clgi). 


2126. 4Í / lg7 + C- 2127. -~p- lo <V^21g * + Y\ +2 lg 2 i> + C. 

2128. 2arosen 1 / sonx+C. 2129. C—4 tgi(2-f lg z x ) 'l/"4 —’cig*X 

a 


2130. 


1+ V C,,S T 


— _ ' +2 arclg y eos y — ln- ~r —— 

y eos i 1 — y eos -y 


r- + C. 


2131. [In(sen 1 +cosí— Vson 2i) +arcado (scux—cosx)] + C. 

2132. sh i + C. .2133. ch i + C. 2134. til i + C. 2135. x+ C. 

2136. -Lsh2ar-f-C. 2137. 3h T ^ 1 ~5 + C . 

* 

2133. í~tlia:-f-C. 2139. *—cthx+CT. 2140. ¿-cb^ar-ch r+C. 

2141. sh x+4’ sh 3 ar-f-C. 2142. a: — Ih a: — th 3 i + C. 

o O 

2143. ish a i+4-sh=i+C. 2144. ln|stix|—y cth* r—ictMi+C. 
2145. I» |thi |4-C. 2U6. In Itliy 1+6’. 2147. y f~ T 
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2148. 4-ln -arctg l/thx+C. 


|l—Vthi'l 




2149. x th i— In ch *+C. 2150. C — 


2151*. ln 


J£*L 


ejemplo, x = -J-. j 


2+x + ‘¿V**+*- > - i 


. |se puede aplicar la sustitución, por 


2152. i-árceos-—¿- + C. 2153. aresen —— + C- 
* xy2 xy 2 

2.54. c--L J&±EEE±Vl + il 
V¿ | 1 2^2 I 

2155. Iu|a+l + ^2j + j2 |- +C. 

2156. C—fe ln 15±S±lVg<2[. 

c -yi5 


l + V2a + x= 
/3 <*S±xH 

í—1 

*4-64-V' lilla — 15x a 


2x-3 


2158. V'x*—2x-l — ln|x— l+tfx*- 2x— I 14-f. 

2159.i.(x-l)/3xí-3x + i +^l=.ln|^3i*-3x + l + 


+ J^.(2 a -l)| + C. 


2160. 

2161. C— 


j[(x + 2)V r 1-4*-** 4“ 5 arcíen -^¿j+C. 

T(2x-l-2V , x2-x+ll y ln l 21 - 1 — 
— 2V*» —*+1 | 4-2 ln | x— V'xí-x + 1 |. 

r-fV^TT I i/Tp c 
‘ J 1 * 

l-V r x»+2x + 2 , + 1||fj+1+ ^a + ag + Zl + C. 


2162. ln 

2163. 


r+t 


1 


2164. y (3—*>1/1— — x* -r-2arcson -Üj- +C. 

2165. xV r i ¿k -2x4-5 — 5 ln (*— 1 +Y x 2 —2x4-5 )4-C. 


x-fl 


2166. C—- (3x-19) V 3—2x—x 2 4-14arcson — 

2167. (x 2 —5*+20) V x 2 4-4x4-5 —i5]n(x-¿-2 y ** 4 -4x4-5 )+C. 

2168. (ix2-^x + l) V' I * + 2a + 2 4~| ln (x4-) + / I+ 2x + 2)4-C. 
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2169. (x*+5x+36) V x 2 —4x—7 +112 la | *-2+V**-4x-7 | + C. 

2”0- (T* s -T* 2 +l 3: -^-)^ TO + r + 


+-^p lu(*+2+Vx 2 +4x+5)+C. 

*”■ V 4 + + y 3 _l w ,r ““^T +c - 

2173. V^-2» + « +C . 


113 1 

2,75> C -8<x-l)“ 3(*-l>» 10(x—l) 10 1H» —1)«» * 

2176. yl^+V^-lW + C. 2177. 3l4 *~3a^/ ( a -r-x)»- 


- + C. 


2178 - F¡hr 8rctg ( emi /t)+ c - 

x+2 


2179. -i-atcsenx—| 

2180. ^-—2x+|-ln 


l-x=+C. 

|x-ll(x+2)«t 


Ü+TF— +c - 

2181. In | | erctg x-{-C. 


2182. T »"«g*- 4( ^ =T ) —|g 


ln 


x-1 

*+l 


+C. 


2183. 2 V'^4-1 lln |*4-11—2]+C. 

2184. (-jx+|-) coa 2x+ (--• **+| -I .+f') sen2x+C. 

2185. x 2 chx—2xshx+2chx+C. 

2186. xarctgXl+V*) - l/" x + ln l*+ 2 V*+ 2 [+ c - 

2187. ln p~V^ H E |_^LÍ+C. 

2188. 8«^ T (|^-2Í / x+2) + C. 

2189. (V7*-5\‘~?+2bx-W J/ _ x^+120 J / "x—120) + C. 

2190. a>* (4-!* 5 - iI! + T I+ T’) +C - 

2191. 2 (sen yx—V~zcoaVlc)+C. 

2192 . 




2193. ¿-+f V"* 2 --!— \\n\z+~\r*=Í\+C. 

*.«. L, 6 + vw- jqam.-v^.-XSZ+c. 

2195. (i-x 2 —|x) V r í 5 +l+|' lD(;C+VAÍ5:Ír,) + C - 

2196. 3(ln|u |—In (i+y'l — ü 2 ) — arcsenuJ+C, donde u=>^x. 

2197. !¥+£=*+”,* KÜf-l Lc. 

4x 2 l/l+x 8 1/1+x+l | 

2198 . C- ^tl +ln\ Y^tl- l l 

* T I1/2X + 1 + 1 I 

2 ‘"- ■k[-j la -^r-y UKtgJ Yr ] +c - donde 

2200. C-llnk^| + —i—. 


220 '- w arclg yT +c - 

2202 - tatito ln I sen (a-t-xi | + c ' d0nde tt=areCM T' Si ° !< 

- g~ ¿n ~ 8rCtg 1S7+ C ’ d0Dd ° a = arecos 7' Bi ° 2>ii ' 

2203. ¿x 2 ln(l + x 2 )-|-x 2 +iln(x 2 -x+l)-|-ln(x-H>+ 

1 T-«‘« J 7Í- +C - 


2204. + C. 2205. srctg y'x*-!- . +C. 

ln * y 1 

2206. j t* [(x 2 —1) coa x+(x— l) 2 sen x|+ C. 

2207. + C . 2208. 'f/ÍZ? +C. 

2 5 V Ig x 

2209. i (tgr* x - c tg« x)+2 (lg= x - Clg 2 x)+6 ln | tg x | + C. 

2210. arctg(tg 2 x)+C. 2211. ln 11 + tg| + C. 

2212. arclg r -ll*= +ln (V2 + tg 2 x + tgx + C. 

V2-Hg 2 _x_ 

„„ x 2 + l + /^3x 2 ± l_ 
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22I5 . ^- +C . 


2216. 2x Vl + c*—'V 1 -f e *-21n V Ülfl — --rC. 

V i+«*+i 
arclg* _ _t_ +c 


2217. -g-ln 


3x3 


6x-' 


„ arclgx , arctg* , r 

22,8 ‘ c “2<r+^+-T- + T(i+^r- 

2211* 1 ■- I*-*- 1 ! arc| g J 1 i c 
4* y x *+1 2(1+*)* 4<*+1) + 

2220. .-lofcll-a-l+^j [i=pH-- S | I = 25 jr + y ír =^i]+c. 


l + c*~ V t+e* + e' ¿x 
t—e*+y H-**+e** 


+c. 


2221. arctg(e*-e-*)-t-C. 2222. ln 

222;j. *-y=-»'c , « "y$’"+ c - 

2224 ‘ -&* - T sen2t+ ¿ 8604l +-¿- S0D ’ 2i +iik 90 " 8l + C ' 

2225. IxH-f ln (l+-r 2 ) + - (| ¿¿ )T + C. 

8 27 , 30 ,_|*-5| , „ 

222 °' 49 (i — 5) “ 49(z + 2) + 343 ln |í+2r C ' 

2227. C—^~— arctg (|/"2ctg 2x). 2228. xtgy+C. 

2229*. —i=-árceos — r X^ — i-C. (Dividir el numerador y el denomina- 
y 2 * s +‘ ' 

dor por x' ¿ y realizar la sustitución x+ — = x. j 

2230. í«en*(i—sec*)+C. 


Al capítulo VII 

2231. 4 '1/8—1). 2232. A-. 2233. — 5(VÍG — 1). 2234. 7-|. 

2235. -Lcosip,. 2236. 12. 2237. 0.2(c-l)S. 2238 . 31n-jAy. 

2239. -i. 2240. 2241. l+-í-lg« 2242- «—VI'. 2243. 

4 ¿ ¿ bn 

2244 . 2. 2245. -i. 2246. Iñ-jL 2247 . 0,21n4- 2248. arctxi-. 

o ¿ o 7 

2249. i luí. 2250. -2-, 2251. 2. 2252. 4-. 2253. 4- 
zj 5 b 7 3 

2254. 2255. -0,083 ... 2256. |+-2- a + ^¿i_ c tgo. 
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2237; 1. 2258. —y?/& 2259. S—Zjt. 2260. a/2—1. 

2261. ftí9 ~^ 3) +4-ln?- 2202 • 2Z6S - íét- 

2264. 4. 2265. lü£ÍÍ¡. 2266. -2JÍ. 2267. -í^-. 2268 . 6_2e. 

2269. a)! ± ; b) .-2-« 0,429; c) = 

2270. ^».»=-£+J V m,n-S = •'m-I. n. 

Si n es impar, se tiene 

(n— l)ín—3) ,..4-2 

Jm ' n ~(m+n) (Jlf-j-rt—*2) ... <m+3){m-+l) 1 
si m es impar, so tiene 

(m —1) (m—3) ... 4-2 

m - n “ < m + n )( m + „ —2) ... (n + 3)(ii-fl) ' 
si m es par y n os par, so tiene 

(n — t) (n—3) ... 3l.(m—l)(m—3) ...3-1 n 
m * (m + n) (m-j-ri— 2/im-f' n —4) ... 4*2 2 

2271. <- 0 "«i[i -7 (-^r+-órrrür + "- + Tr + ‘)]- 

2272. 4r-f*4?-; 2274*. -— Pl ' l - \ -~.rr • Poner *=son 2 s y aplicar el resui- 

48 64 (P+S-rl)! 

tado del ejercicio 2270. 2275. 7-*-2ln2. 2276. 2-2-, 2277. -y-- 

2278. 21n2. 2279. in • 2280 ‘ 8 +^T^ 5 '- 


2281*. -i-a. Poniendo x = 2¡ transformamos la integral dado en 


2 \ son'ufe. 


2282*. . Poner a=-y. 2283. 


228í . /2-^ + ln 2285. -£-. 2286. V^-y- 

22S7 . ^ („+ - 8 ) . 2288. |s. 2289. -i. 

2290 Í2+ln{2-V3). 2291. -y. 2292. 2293. -y. 

2294. arctg 1. 2295. . 2296. . 
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2297. 2ln-|«0,365. 2298. ; y. 2299. 2 + ln 

2300. Para o=e. 2301.. 4 ln -|” 2302 - 

2303. 8 lu3—15ln 2+ 2304. -A-(5+7Í/3 5 )- 2305. 

2306. 0 2 t/S-ln (l/2+l)l- 2307. ^3—i ln (2+1^)- 2308. 

2309. 4-rr. 2310. ln 2311. -2-—1-. 

2312. «ctg ^=-» 2313. -f j/y. 2314. -2Í_3>t z + 24. 

2315. ^-2-/3. 2316. 2317. ^ln|||. 

2319. 1=2. 2310. ir = ln 4. 2322*. Utilizar las relaciones 4 — X a > 
>•4 — X a — x a >4 — 2x s , que son válidas para 0 < x < 1. 

2323*. Utilizar las desigualdades 

donde -l<x<l j«>i 

2324. 1,098 </ <1,110. 

2325. • Para evaluar la integral por abajo, utilizar la desigualdad 1 + x* < 
< (1 + X a )’, y para evaluarla por arriba, emplear la desigualdad de Caucby— 
Buniakovski. 

2326. I (1) » 1,66 es el valor máximo, I ( —y) ~ 0,11 ®* valor 

mínimo. 

2327. El mínimo existo para x = 1 (u = —17/12), los puntos de inflexión 
son (2, —4/3) y (4/3, —112/81). 

2332*. a) Sustituir la variable de la integración de acuerdo con la fór¬ 
mula í = —x, dividir el intervalo (— a, —x) en dos intervalos, a sabor (—a, a\ 
y | a, —x] teniendo en cuenta que la integral do una función Impar sobre ol Inter¬ 
valo I—o, ol es igual a cero, b) No, si a 0; sí, si a = 0. 

2333*. Poner i = 1/z. 

2338. Cada una de las intogralos es igual a rt/4. 

2339*. Poner x = n — t. La integral es igual a n z /4. 

2342*. Dividir el intervalo de. integración [a, a + T\ en los intervalos 
(o, 01, (0, r) y [ T, a + T\, y luego, valióndoso de la propiedad / (x) = / (x + T), 
demostrar quo 

« o+r 

j /(*)<**= j /i*)***- 

0 T , 

2341. La igualdad que debe ser demostrada equivale a la igualdad 
x+T 

l¡ /(z) dz =0. 
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2421. Para fc < 1 converge, para k > 1 diverge, 

2422. Diverge para cualquier k. 

2423. Converge a condición de que se verifiquen simultáneamente las de¬ 
sigualdades k > — 1 y / > Jfc + 1. 

2424. Para nt < 3 converge, para m > 3 diverge. 

2425. I’ara k < 1 converge, pura k ( diverge. 

2426. n. 2427*. 5n/3. Poner* = eos q> y efectuar la integración por partes. 
2428. ?±|l¿3L»-|.l n 2. 

2429 J a * ■ ■(*— 3) _*_ 

‘ 2-4-6... (2o-2) 2uS>‘-' ' 

2430. ni. 2431. n!/2. 2432. ( — 1)» ni 

2433*. a) ( m —’H" 1 —•*> •' 3,1 — ■ 
m (m — 2) ... 4-2 2 


b) 


(m—l)(m—3) ... 4-2 
m(m—2) ... 3-1 


Poner 


Ponen.» sen 2 9 . 


2435. 


- (/ — i cuando a»n). 


2436*. Para demostrar la igualdad de las integrales poner en una do ollas 
• Mt. Luego, calcular su suma valiéndose de la identidad 


l +* 2 

!+*» 


-4 (■ 


_!_I 1 \ 

i+xi+xyn /' 

00 

2437*. Presentar la integral como la suma de dos integrales: j = 

o 

I «o 

= J + ^ ; en la segunda poner*» 2438. 0. 2439. -i-1/" —. 
o 1 n 

244(1. yá. 2441*. Yñli. Efectuar la Integración por portes. 
2 V|2 . .,.3.5.M2n —,, Yñ__ Ui3 „ 

2444. n/2, si a > 0; O, si a = 0; —n/2, si a < 0. 

2445. n/2, ei u > 6: n/4. si a — 6; 0, si a < b. 

2446*. n/2. Efectuar la integración por portes. 

2447*. n/4. Presentar el numerador como la diferencia de los senos do los 
orcos múltiplos, 

2448*. n/4. Emplear los mismos métodos quo los que fueron utilizados ou 
los ejercicios 2446 y 2447. 

2449*. Poniendo y = ——*, hacemos que q><*) tenga la forma <p{*) = 
= Insemdi. De acuerdo con la fórmula sen : =2 sen eos dividimos 
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la integral en tres, una de las cuales se llalla directamente. Aplicando el 
procedimiento dol cambio de las variables las otras dos integrales so reducen 

a las integrales del tipo inicial; <p (-?•) =4j* 2- 

2450. -~ln2. 2451. — Í ln 2. 

2452*. Y ln 2. Efectuar la integración por partes. 

2453*. ^ ln2. Aplicando el cambio de la variable, so reduce al ojcrcicio 
uutorior. 

2454. —S-ln2. 


Al capítulo VIII 

2455. ~L. 2456. . 2457. A-o*. 2458. i. 2459. -A/fi 

2460. 2-j. 2461. 2n+ i y 6a— i. 

2462. 1 (4a + \A3) y A («si —V^S)- 
»» •* 

2464. — — «i>ln £¿Í= b Irfc— o ln (e+ \f «* — l)l, donde e es la oxeen- 

a a 

tricidad. 

2465. «*[”_)£!in(v r S+-/3)]; 3^1“ft'a+V'S)]; 

2466.5! ™ .'> 3 = A —^y Iu3—2 aresen j/* i«0,46; A' 2 =2(n— S,). 

2467. i-i. 2468. -i-. 2469. -i-, 

2470. ,rl ~ n • 4 m ~ r> , si m y n son parca; 21 •' L Sí m y n son 

| » + »r | m + n|' I « + » | 

impares; ■■ ■ ■ , si m y n son do paridad distinta. 

| m-{-n I 

2471. n)-i; b) 73y. 

2472. 1 (la ligara consta de dos («irlos cuyas áreas son iguales entre si). 

2473. A 2474. i A. 2475.'i. 

15 4 *1 
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2476.2477 . 8 (]/" d+i/3-arctg j/l+|l/Í) . 

2478. «+i-2. 2479. 4. 2480. l(¿>-4). 2481. i|-2. 

2482. a) 5(ln6—l)-o(lna-l); b) b— a. 2483. 3—«. 

2484. 3 - 21n2-21n _ 2 2 ^ 2 -/2. 2486. ±+lnlp. 

2487. 1/2. 2488. 1/2—1. 2489. , 2490. W. 

2491. ¿ n ° 2 - 2492. 6fm 2 . 

2493. l)4^<"-M>(n + 2); 2) (n-l)( n -2). 

2494. 1)^.V3; 2) -i-. 2495. 1) i-’» 301 '- 2 ) • 

2496. (rosa de doa pélalos). 2497. . 2498. 18na 2 . 

2499. ^-(4-Ji). 2500. -^--5 /5. 2501. 51 2502. a 2 . 

2505*. . 5n - + .j|3£í. Para construir la linea conviene considerar! la 

variación de ip desde 0 hasta 3n. 2506. 4 . 2507. o 2 

2508. a 2 (1 + 4--^). 

2509. -|-(a 2 + 6 2 ). 2510.a 2 . 2511. n V^. 2512. n. 2513.2. 

2514. 3na 2 , 2515. 4n, 2516*. 1) l/ñ/2; 2) /ñ. Valerse de que 

j e — J 2 da: = i^ (integrul de Poisson). 

o 

2517.^. 2518.2—4 y 2+4-. 2519. ash-^. 

2520. ±y¡^+^+4 in i ' +y ^t^ , 2521. l + 4li>4. 

2522. In3— 4 . 2523. ln^=£-. 2524. -jj- (| j/J-l) . 

2525. 4-|5.. 2526. 4aV§. 2527. 4>+2 In tg -^-= y+2 ln (V5+11. 

2528. 4 + 4 - ln 3- 2529. 2. 2530. 8. 

6 4 

2a r / 2n V3Í „ 3a 1 
2531. Parat = -J-; I * = a y- 2 ” J . 
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2532. Para (=-2-, = 

2533*. 4 a +°M-t Poner z¡=a eos 3 1 , u — b sen 3 1 . 
o-í-6 

2534. 5o[l + ^/|ln(2+V3)]. 2535. oln^-. 2536. -£fl. 

2537. n 3 /3. 2538. 41/5, 2541. 2(r'-l). 2543. no1/l+4n 2 + 

+y ln(2n+ V 1 +4n 2 ). 2545. lo i+i. 

2546. So. 2547. -| no. 

2549. k debe tener la forma ó ^TTj, donde íV es un ent<!r0 - 

2550. 4. 2551. ln-2-. 2554*. Demostrar que la longitud de la elipse 

es susceptible do ser escrita en la forma 

a 

T 

¿«•4 | (y r a 2 cos = i+6 2 sen z f+ /a*Mk*<+ft*co«l)<», 


y aplicar el teorema sobro la evaluación do la integral. 
2556. 1) j** 2 ; 2) y n« 2 6. 


2555. 2ít- 


2557. -^JtA 2 a. 2558.^(30 + 4). 2559. 


2560. *.[£=^-£=£^+2 (»_.)]. 


2561. 


3n 
10 • 


Ti— 

2562. -2- (15—16 ln 2). 2563. n (-^-2) . 2564.^-. 2565. 2n 2 . 

2566. VI ln (1+ /2)~|] . 2567. 1) no 2 ; 2) . ,2568. 5 j. 2 oS- 

*«■- (¥-!)■ «"-SS. «-T- 

2574*. 1) n; 2) n j/^-2. _ Véase la indicación al cjerci- 


2573. -f 


cío 2516. 


2575*. 


3n/2n 

32 


, Véase la indicación al ejercicio 2516. 


J SÍ-ídj = -2- (integral de Dirichlot). 
o 


2576*. .i*. Valerse de que 
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Respuestas al cap. VHt _ 

2577*.'2n 3 a 3 . Es conveniente pasar a lo forma paramétrica poniendo 
i—2 asen 3 t, y- —~~ ■ — . 2578. na 3 . 2579*. -%-nabc. Aplicar la fórmu- 

eos i o o 

X¿ 

la V- j S(x)dx, donde S(x) es el áren de la sección transversal. 

2580. 1) nyl; 2) 36*. 

2581. e, = n /5(2/6—y), r 2 -n/2(2/B+^-). 

2582. i>, = i> 3 =4n(V , 8+y r 3—4), oj=Sn(4-/S). 

2583. 2584 . 8*. 


2585*. R~H 400 cm a . El oje do la simetría do la base debe ser to- 

o 

mado por ol de abscisas. 

2580. -A.afcff-128 cm". 2587. -|eMI«133y ora». 

2 

2588*. y nll-ll. El área del segmento parabólico simétrico es igual 
a-f-eh, donde a es la base del segmento y h, la .flecha». 

2589*. yp(nH--y) y (a — y) ¡ (Véase la indicación al ejercicio 
2588). 

2590. y- a 3 . 2591. y nr 3 . 2592. -y- /? 3 . 2593. y RVf. 

2594. -y-na 3 . 2595. y-(>'(l + o*)»— 1). 2596. -yl (e 3 -<- 3 + 4). 

2597. 2aresens y 2nn 3 +- :l - ' ln ? r , donde e es lo uxcon- 
tricidod do la olipso. 2598. 2 -i[v'2+1h(1+ /2)). 

2599. * [/5-V^+ln 2600 ' ' W - 

2601. no 3 /S ( 2 —-£-) . 2602 ^ ^ (e*-2). 2603. -y-na 3 . 

2604. 8na 3 (n—y). 2605. -y*na 3 . 2606. 4n 3 rí. 

2607. 2na 3 (2-/2). 2608. nC/2 + lu(l + V¡)]- 2609. 4ji« 3 . 

»«■¥• 4 .- 



2613. El centro de gravedad so halla en el eje de la simetría del segmento 

! . -. I; 2 

mediando entre dicho centro y la base la distancia igual a-=-h. 

¿> 

2614. Para t] = |-4; para S 2 : |=^-a, i) = ^b. 

2615. |=0, >)—2616. í = 0, t|=-|£-. 

2617. El centro de gravedad se halla en la bisectrit del ángulo contral que 
subtiende el arco, mediando entre dicho centro y el centro do la circunferencia la 

“ n T 

distancia igual a 2r—-—• 

2618. t-±, K-f. 2619. S-g-, H-g- 

í-Z qU 

2020. a resen s, donde e es la excentricidad de la elipse. 

2621. e-f. *«£. 2622. fff 2623. 2624. 

2625. | = |-a, n=0. 2626. |=0. 6 - *¿¡£s¡¡ • 

2628. £=jw, r|=ja. 2629. q = -|-a. 

2630. 1=|a, r, = 4a. 2631. S=^. 


2633. 5 = 


2a («a—6) 


2634. El centro de gravedad se halla on el eje do la simetría del sector, me¬ 
diando entre dicho centro y el centro del círculo la distancia Igual a ~ r - 8 ^ 1 -. 


2035. |=¿a, i) = 0. 2636. 5 = i^na, >)=0. 

2638. £- 


2639. £=-Ía, «j = -i a . 2640, T fl ‘ 

2641. El centro de gravedad se halla en el eje de la simetría, mediando entro 
dicho centro y el centro de la semiesíera la distancia igual a /i/ 2 . 

oetn-n hYW+h* h .... » 


2642.-4- ■ 4- 2643. A 

J 3 (fl-¡-//?*+//*) 4 ‘ 3- 

2644. 4<a=+oi-|-¡*). 2645. ~1=.V~ (M es la masa de la semi¬ 


circunferencia). 
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Respuesta? al cap. Vlíl 


2646. 


2648. 


Vi 1 + g) 3 — 2/2 


2647. 


. 256 , . ,/ , 128 \ 

' 7 *=l5 “ ; /«=■««*(«*— 45 ), 


ab* 


**• i> T 5 2650 - 2 T- 


36 ■ 


2651. 


nfí* 


2652. -2. ai» y -£■ 5a s . 2653. y 2654. nfí*H. 

2655. -^r -iH 5 . 

10 

Q 

2656. -jg- nai 1 , donde 2a es la magnitud del eje alrededor del cual so 


efectúa la revolución. 

2657. -jnR'H. - 2658. . 2659. 1) / x = * t fe ^ ~ 1) -; 2) /„ = 

=>4jt (3—í). 

2660 . MR*, donde M es la masa de la superficie lateral del cilindro. 


2661. i-MR». 


2662. 4-MR*. 


2663. i-JiaS. 


2664. 6n 2 oó 2 . 


2665. El volumen ee igual a .-i 2 a 5 , 1a superficie, 6 V 2 na 2 . 

2666. El volumen es igual a I2»¥, la superficie, 82n l a“. 

2667. El eje de revolución debe ser perpendicular respocto a la diagonal del 
cuadrado; el eje do revolución debe ser perpendicular respecto a la mediana. 

2668. =a 23,7 m. 2669. r, = i, + seu (-2— + <P 0 ) - se" (-^ L + <Po) • 

2670. £± ¡ -M, ln r «j r »±{) . 2671. . 

a (a-H) a t + 

2672 . — kmbía __ __ < ? ^ j on j e ^ CB e | ángulo formado entro 


V (H*+a 2 j* 

las rectas que unen el punto C con el centro del anillo y con cualquiera 

— . j , , kmM 

de los puntos del mismo; —^—. 

2675*. 2jtimyfc(l- - i = 2xkmyh (1 —¿osa), donde eres el 

' Yh*+W-rr)tl 

ángulo formado entre la generatriz del cono y su eje'. Valerse de la solución 
del ejercicio 2673. 

2676. 2kmy 2678*. , —jj— ln-gr. .Primero, es necesario calcular la 

fuerza do interacción del elemento di de la primera barra y la segunda 

(valerse del resultado del ejercicio 2870),. y, luego, calcular la atracción total. 

2679. -£££. 2880. (¡V+lRr + ír*)? 

2681,,« 1,63 -10“ igra. 2682. 353 250 igra. 


2683. 


ndR*H*' aifiiflf 


12 


. En las respuestas a los ejercicios 2683— 2686 



Respuestas al cap. VTII 


el valor del trabajo se indica en kgm, si .'la distancia j so mide en metros, 
el peso específico, en kgf¡n?. 

2684. -í^-ss 101,8 *g/n. 2685. J1Í^L„20S00 kgm. 

! H O 

2686. j^dabH^=W¡ kgm. 2687. — gfo «0.418 kgm a i,2 julio,. 


-as 1,16 kgm. 2689.. 


- as 0,05 kgm. 


2690,. -“^«0,015 kgm. 269!. 

MRhtrfi MR- (3n—8) un 2 

2692 - -~ m > ■ : ~—3600-• 

2893. a) —g—; b) dos veces. 2694. -’jp L.. 2695. 22,2 m. 

2696. -|-<í«2¿>. 2697. abd ( A+-|-sen <x j . 

ff2 C 4 

2899. a) " ^32 kgm. b) -i-.Sff 2 <l-d) 2 = 2 kgm. 

2700. 4-n R*. 2701. as0,206 cm 2 . 2702. a) «33,2 «; « b) .«64,6 j. 

O 

2703. asi hora 8 minutos 53 segundos. 2704. (21/"2—1). 

2705. JOJpLw+kt-Al, par. g,Q: 

_■ 2 V' 2 # g dunda 5 es el área de la hendidura, 
o 

2706. a) as 2,4 j; b) as 6,3 r; c) as 53 r, d) para < -»' 00 . 

2707. « 3,4 kgm. 2708. I) o) cas 7,16. b) asi6,6 kgm; c) «23,8 kgm; 
2 ) al dilatarse el gas infinitamente, el trabajo aumenta sin límites. 

2709. as 1600 kgm- 2710. » 82 minutos. 2711. Un poco más do 5°. 

2712. r-2— . 2713. a) 4.10-* julios-, b) 6-10-* julios. 2714. 5 cm. 

¿ MIZq • *• 

2715. «'946-eM¿omWoj. 

2716. a: 1092 culombios. 2717. a; 5110 culombios. 

rS r 

2718. —. La tensión efectiva do la corriente alterna es igual a -pí^ . 

2719. T eos tfo. 2720. «7 minutos. •' 2721. «2,915 l. 

2722. a) H t ^U - i 1 "; a ~‘ n - ‘. «15 op: h).ss0,125%. 

jna—lijo . mji 

2723. de la cantidad inicial. 2724. «s-2,49 g. 2725. ¿’g. 

2726. «%7;3 minutos: 


26* 
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Al capítulo IX 

2727*. = 1--—, S = 1. Cada término de la serie ha de ser presen- 

n-M 

tado como la suma do dos sumandos. 

2728. 5 .-T( 1 “ 5 Sqr)* 5 -T- 

2729. 5„~J- (l-g^r), S-T- 

2730. s„=-j (i+T + T - T+l T+2 T+t)’ s ' a, 'I5"* 

2751. S n =-^(l + -^+4--5^--5^-2¿5-). S ~fr- 
2732. gn-4-[4- (w + ^ +g ].g-|- 


2733. 


1 1 

1 ,s= 3 

°n “ 

2 2» 

2-3" ’ 2 

2734. 

Sn-l- 

1 

(»+«* ’ 

5=1. 

2735. 


[ (2n+l)* 


2736. 

*»-• rctg-STT- 

-T- 


2737. Converge. 2738. Convorge. 2739. Diverge. 2740. Converge. 
2741. Diverge. 2742. Divorge. 2743. Converge. 

2744. Divorgo. 2745. Diverge. 2746. Converge. 

2747. Converge. 2748. Divorge. 2749. Convorge. 

2750. Diverge. 2751. Converge. 2752. Converge. 

2753. Diverge. 2767. Convergo. 2768. Diverge. 

2769. Converge. 2770. Converge 2771. Convorge. 

2772. Diverge. 2773. Divorge. 2774. Converge. 

2775. Diverge. 2776. Diverge. 2777. Diverge. 

2778. Converge. 2779. Converge. 2780. Divorge. 

2781. Convergo. 2782. Diverge. 2783. Converge. 

2784*. Diverge. Valerse do la fórmula 



sen -j- 


2 ji 

o do la desigualdad sen x> x, si — - 

2790. Convorge, pero no absolutamente. 2791. Converge absolutamente. 
2792. Converge, pero no absolutamente. 2793. Convorge absolutamente. 

2794. Converge absolutamente. 

2795. Diverge. 2796. Converge, pero no absolutamente. 

2797. Convergo absolutamente. 2798. Converge, pero no absolutamente. 
2799. Diverge. 2802. —1 < * < i. 

2803. < X < e. 2804. —i < * < t. 2805. —1 < * < 4. 



2806. — 1 < * < 1. 2807. * <—1 y * > 1. 2808. -1 < x < 1. 

2809. 2810. x +1. 2811. Para cualquier x. 

2812. — 2 < x < 2. 2813. Para cualquier x. 2814. * > 0. 2815. x > O. 
2816. *>0. 

2822. 11 términos. 2823*. Valerse de la desigualdad ln (1 ~ a) < a 
2825. /<0) = |; / (-f-)-¡¿T = ' (f )=W : !<*•*#* 


/(—O,2) = 0,108. 

*»• T" , T=f-T arc ‘ 81 - 


2828 . ±arctg*+i-l n -l±£-. 


2829. (i+l)ln(*+l)—i. 2830. -y. 2831.0,2. 

2832*. In . Valerse de la relación eos -y eos -í- ... cos-^-... ■» 


OO 

2833*. -2—, ^ a * erse * a fórmula 2 

nae 1 

2834. I)4(ln2+-^); 2 ) [l° (l+V^+-y] . 2835. ln 2. 

2836. 2 ~ 2 ^ 2 . 

2837. La serie dada no es susceptible de ser derivada término a término od 
ninguno de los intervalos. En efecto, el término general de la serie de dorivadas 
ofrece la forma n eos (2 n nx). Por pequeño que sea el intervalo (a, B) y donde¬ 
quiera que esté en el eje numérico, dentro de él siempro existirán los números 

de la forma i , donde ifc es un entero, y Al, un número entero positivo suficien- 

teniente grande. Pero, cuando x — — la serie do derivadas diverge porque para 
todas las n > iV sus términos llegan a ser iguales a n. 

2841. (*-!)- ( *~ I)I -f ... + (-!)"•>■ ( * - ~ n)n + ... 


. 1)n 1.3. 2n .2a- 5) (.-«)■ + ...], 

, -l + j£=^._... +( _ ir .J^L + ... . 




2845. l+4+.-.+TiSJT+..* 




r* t* rn+i 

2 g«. I , + ^. + _ + ... + *_+ 


2848. i + *2 + 

2849. 1- 


2850. l»2 + f+ 4—gf + 



_ii + 

r2n—2 

2! n 

4! 

" (2ji—2)1 ' 

•~+—+ ( - 


2x> 4*» 

31 5! + 

-+^~ J r-=r+- 

4"-z» 

■+T+- 





2853. ••• 2854. 1-fi 1 —í^-j- —g—h ••• 

28.56. f -**+-5f ••• + (— 1 ) , "‘"-^r^ r + ••• 

x r2 *H"I 

2857. ! + 

i« ,12 ,«<n-l) 

2858. 1 + -^ + -^+ ... + ___ + ... 

*"■ T-W+-- , - ( - < >" 4 ‘ V-ffr-Dl +- 

*2 r Z«n-l) 

2861. 4-^+. 

2861 -¥■+■¥■— /+ <- i > ,, -SS- + - 

2863. inl0+ [^_ 7 ^ r+ ...+(-l)««^ r+ ...]. 

*3 x n *1 

2864. *2- J-+ ... +(^l)n-í_+ ... 

2865. 1+[4-t• 4+"•+(- 1 )" tl 'iV: ••■] • 

2866. 2-2[4(-í-) 3 + -p4(-f-) 8 +...+ 

2867. 1-[4- **+ • • • + (-«"* 2> ^"+ ■ ■ • ] ■ 

2868. «»+[4-^+4t » , + - -+ 1 3 yS^ ^+'-O- 
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2869. 1 + 2 2 * +... + n 2 *’ 1 ' 1 + •••. S=12. 

2870. 1) -7!. 2) . 3> TT Y <> -§-• 

2871. 1/6. 2872. 1/4. 2873. 1. 2874. 1/2. 2875. 2/3. 2876. 1/3. 

2877. 1/60. 2878. —' 1/10 <* < 1/10. 2879. -1 < * < 1. 

2880. —10 < * < 10. 2881. x = O. 2882. —\í 2/2 < x < V 2/2 ' 
2883. - oo < i < oo. 2884. —1/3 < * < 1/3. 2885. —1 < x < 1. 
2886. — lie < x < 1/e. 2887. x = 0. 2888. -1 < x < 1. 


2889. —í-<x<-j-. 


<-1<x<1). 


'+—+•••+■ 


-+... ( — !<*<!). 


2892 . x^ + ^ + ... + n{ £ =w +... €-!«<!}. 

./ -3 , O r S \ i 

2898 - 4 (ür+Tr + -■ + 727¡Tiyr + -) ( -°° <t<00) - tt- 

2894. 1,39, el error es igual a 0,01. 2895. 0,3090, el error os igual a 0,0001. 
2896. 2,154, el orror os igual a 0,001. 2897. 7,389. 2898.1,649. 2899.0,3679. 
2900. 0,7788. 2901. 0,0175. 2902. 1,000. 2903. 0,17365. 2904 . 0,9848. 

2905 . 3,107. 2906 . 4,121. 2907 . 7,937. 2908. 1,005. 

2909. 3,017. 2910. 5,053. 2911. 2,001. 2912. 1,0986. 

2913. .0,434294. 2914 . 0,6990. 

«15. 1 + 2x+4x 2 + ... + [2+4- + ^+...+-^ rllT ]x«-. + ... 

2916. *-4* z +-£* 2 -...+(-l)"*‘[l+4 + 4-+ + TtJ*" + ~ 

2917. i—3-+-T + - S» 8 - -f-*"tr + - 

2919. x-z 2 + 2x»+... 

2920. C+«- 5 g r +... + (-l)^ (2n j;¡2n-W + 

( — oo<*<oo). 

2921. C+ l“l*l—- 


-..+(-!)»• 




2922. C+ln|x| + *+-^2Í—+ ••• 
{ — oo<x<0 y 0 < x < oo). 

2923. C —i-+ln|x| + ^-+ ^.jj 
{ —oo<x<0 y O < x < oo). 


+ ■"+ »(» + !)! +- 
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2924. *—íl+-íL—+ -, + 

3^5-21 ' (2 b —l)(n— 1)1 ‘ 


(—<» <*<oo). 

2925. »-¿+y-...+(-D* H ~( ¿-¡j r+ - (-!<*<!). 


32 


•>q?k . , 1 * 5 . 1-3 i 8 . 1-3 ... (2n—3) **»-> 

.928. * +T .^+__+_ I _ r _^__ + ... 

2927. , + ^4__i_4. + ... +(-!)* £> ... 

2928. *+^-+^-+ ... + ^TL (-.<«<!). 


0 00001 30 ' °’ 3230 ' el error es '8 ual » 0,0001. 2931. 0,24488, el error es igual a 

2932. 0,4971, el error es igual a 0,0001. 2933. 3,518, el error es igual a 0,001 
2934 . 0,012, el error es igual a 0,001. 2935. 32,831. 2936. 0,487. 

2937 . 0,006. 2938. 0.494. 2940. 3,141592654. 

29íl - «+A« , +W‘ , + --+T3 : s 2n 'U-i) - 

2942*. 1 —-p-f-p- ...+(—Presentar z* en la forma 

** lni , desarrollar en serie de potencias do zln* c inlegrar las expresiones 
de la forma x n ln" x. 

2943. 0,6449. 2944. 0,511 2945. 1,015. 

2946*. 3,71. Resulta poco cómodo calcular el area mediante la fórmula 
l 

S = 4 j \f í— x*dx porque para *=1 la serie correspondiente converge Jen- 
o 

lamente. 

Convieno calcular el área dol Sector limitado por la linea, el eje de ordenadas 
y la bisectriz del primer ángulo coordenado. Esto origina una serie rápidamente 
convergente. 

2947. 0,2505. 2948. 3,821. 2949. 0,119. 2952. 1,225. 

2951. (0,347; 2,996). 2952. (1,71; 0,94). 


Al capítulo X 

2953. »*). 
o 

2954. S = -t Y li + í/ —U + y —*) '.x. — y+z) {y + i — x). 




Respuestas al cap. X 
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X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

1 

3 

5 

7 

9 

11 

1 

-2 

0 

2 

4 

6 

8 

2 

_r 

-3 

— 1 

1 

3 

5 

3 

—8 

—6 

-4 

-2 

0 

2 

4 

-11 

—9 

-7 

—5 

-3 

-1 

5 

-14 

-12 

-10 

-8 

-6 

-4 


X 

0 

0.1 

0,2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0,7 

0,8 

0,0 

1 

0 

0,00 

0,J0 

0,20 

0,30 

0,40 

0,50 

0,60 

0,70 

0,80 

0,90 

1,00 

0.1 

0,10 

0.14 

0.22 

0,32 

0,41 

0,51 

0,61 

0,71 

0,81 

0,90 

1,00 

0,2 

0,20 

0,22 

0,28 

0,36 

0,45 

0,54 

0,63 

0,73 

0,82 

0,92 

1,01 

0,3 

0,30 

0,32 

0,36 

0,42 

0.50 

0,58 

0,67 

0,76 

0,85 

0,95 

1,04 

0.4 

0,40 

0,41 

0.45 

0,50 

0,57 

0,64 

0,72 

0,81 

0,89 

0,98 

1,08 

0.5 

0,50 

0,51 

0,54 

0.58 

0,64 

0,71 

0,78 

0,86 

0,94 

1,03 

1,12 

0,6 

0.60 

0,61 

0,63 

0,67 

0,72 

0.78 

0,85 

0,92 

1,00 

1,08 

1,16 

0,7 

0,70 

0,71 

0.73 

0,76 

0,81 

0,86 

0,92 

0,99 

1,06 

1.14 

1,22 

0,8 

0,80 

0,81 

0.82 

0,85 

0,89 

0,94 

1,00 

1,06 

1,13 

1,20 

1,28 

0,9 

0.90 

0,91 

0,92 

0,95 

0,98 

1,03 

1,08 

1,14 

1,20 

1,27 

1,34 

1 

1,00 

1,00 

1,02 

1,04 

1,08 

1.12 

1,16 

1,22 

1.28 

1,34 

1,41 


2957. 1) ; 2) 1; 3) 16; 2; 2. 


(i-)-^ ( o)qi (1) 


2958 -’• i’ 

2959. La segunda ¡unción crece con más rapidez. 

2960. La parábola de segundo orden; 1} no. 2) no. 

2961. Poner m — i Ir. 2965. La función no es unívoca. 
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21)66. I) 1; 2) 1; 3)i; 4) no está definida; 5) 1. 

2967 . z = (x + y) x ~ y + (x ■+■ y) y ~ x , (x + y) > 0; x os la función racio¬ 
nal de u y de e, pero no de u>, t, x e y. 

2968. * = <x -f y)** + <*»)**- 

2969. u=(,a+pí + ,!):-^!±^±ÍÍ[(i2-t-p2-i-*ü)"-4-3(*+v + *)‘J; “ es 

la función entera racional respecto a £ y r\. x, y y z, pero no respecto 
a cd y (p. 

297°. *■= “ = * 2 +» í : 0=zy. 

2971. x — const os una parábola, y — const es una parábola, s = const -r 
0 es una hipérbola, x = 0 es una pareja de rectas. 

2972. x = const. y “ const son rectas, x = const =* 0 es una hipérbola, 
a = 0 es una pareja de rectas. 

2973. x = const es una parábola, y = const os una parábola cúbica, t = 
const *£■ 0. es una curva de tercer orden, x ■» 0 es una parábola somicúbica. 

2974. i — const > 0 os una elipse, x = const e p = const son curvas de 
tercer orden (para x ■= 0 o y = 0 son parábolas seinicúbicas). 

2975. 0<p<2; -i<»-|x<0. 2976. x2<p<V r *- 


2977. 0 < y < xl/T\ y < (a — x)l/T. 

2978. (x - a)* + (y — 6)* < fl J ; - co < x < co. 

2979. ¡x - a) 1 + (y - b)' + (x - c)* < fl>. 2980. x* + p« < 4fl». 

2981. e= xp (2 R ± V 4fl a —x z —p 2 ) ; la función no es unívoca. El domi¬ 


nio do definición de la función es x 2 + p 2 < 4fl 2 ; x>0, p>0. 

2982. Para 0<x < 1, 0<p«l S=xp; 

l<p S-x; 

0<p<l S«=p; 

f<p<2 S = xp—x—p+2; 

2 <p S = x; 

l<p<2 S=p; 

2<p S-2. 

2983. ^r-f-TT-^l. 2984. p 2 >4x—8. 


para 0 <x<l, 
para 1 < x 
para 1 < x < 2 ; 
para 1 < x < 2; 
para 2s5x, 
para 2<x, 


2985. todo el plano, excepto los puntos de la circunferencia x' + y* = /)*. 

2986. Lrf parte interior del ángulo derecho vertical formado por las bisectri¬ 
ces do los ángulos coordenados, incluyendo las mismas bisectrices x + ip > 0, 

29§7. Lo mismo que en el ejercicio 2986, pero sin fronteras. 

2988. La parto interior de los ángulos verticales derecho o izquierdo forma¬ 
dos por las rectas p=l-f-xep=l — x, incluyendo estas mismas rectas, pero 
«¡n los puntos de intersección: * 


1 - x < p < 1 + x (x > 0), 

l + x«p<l-x(x<0> 


(cuando x — 0 la función no está definida). 

2989. Parte del plano situado dentro de los ángulos coordenados primero 
y tercero (sin fronteras). 
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2990. Dominio cerrado situado entre el semieje positivo de abscisas y la 

parábola u'='x* (incluyendo la frontera): * 0, u >• 0; x 5 >- y. 

2991. Anillo entre las circunferencias x 1 + y 4 = 1 yí + |?»4 (inclu¬ 
yendo las mismas circunferencias i < a 4 + y 2 < 4. 

'2992. Parte del plano situada dentro de la parábola y 1 = Az, entre la pa¬ 
rábola y la circunferencia X a + y 1 = 1 , incluyendo el arco de la parábola excep¬ 
to su vértice, excluyendo el arco de la circunferencia. 

2993. Parte del plano situada fuera de las circunferencias de radios iguales 
a 1, cuyos centros Be hallan en los puntos (—1, 0), y (1, 0). Los puntos de la 
primera circunferencia pertenecen al dominio, los puntos de la segunda, no 
porteneceo. 

2994. Solamente los puntos de la circunferencia i* + y* = fl’. 

2995. Todo el plano excluyendo las rectas z + y = n (rt es cualquier nú¬ 
mero entero positivo o negativo, o cero). 

2996. Parto interior del circulo x* -f o* = l y de los anillos 2n<x 1 + 
+ / < 2n + 1 (n os un entero), incluyendo las fronteras. 

2997. Si x > 0, se tiene 
2rwt<j/<(2n + l)n; 


une i 
: 


n es un entero. 


si x <0, se tiene 
<2n+l) jisSy<(2n+2)n; . 

2998. X > 0; 2nn < y < 2 (n + 1) Jt (a es un entero). 

2999. El dominio rayado abierto (véase la fig. 83). 



Para x>0y>x + l, para x<0, x<jí<x+1. ^ 

3000. Parto del plano comprendida entre la lineo y = j-^jTy su asíntota, 

incluyendo la frontera. 3001. x > O, » > 0, z > 0. 

3002. Parte del espacio comprendida entre las esferas r+ x* “ a y 

*> _|_ y» _j_ = fl», incluyendo la superficie de la esfera exterior y excluyendo 

la superficie de la esfera interior. 

3003. 2. 3004. 0. 3005. 0. „ ■■ „ „„„„ , 

3006. La función no tiene límite para x -*■ 0, y -*• 0. 3007 . 0. 3008. 1. 

3009. a) y = 0 ó y = x“ (a > 1), x -*■ 0 do acuerdo con la ley arbitraria; 

t>) p — y , z 0 do acuerdo con la ley arbitraria. 

3010. Es el punto (0, 0). En el entorno de este punto la función puede tomar 
valores positivos tan grandes como quieran. 

3011. Son todos los puntos cuyas coordenadas son números enteros. 

3012. En la recta y = x. 

3013. En las rectas z = m, y = n (m y n son números enteros). 
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3014. En la parábola p 2 — 2x. 

3015. 1) es continua; 2) es discontinua; es continua con respecto a x e y 
por separado; 3) es continua; 4) es discontinua; 5) es discontinua; 6) es disconti¬ 
nua. Pasar a las coordenadas polares. 

3016. Son las circunlerencias cuyos centros so hallan en el origen de coor¬ 
denadas y cuyos radios son 1. 3^ , , -g- , respectivamente. 

3017. Son las circunferencias que pasan por los puntos A y B. 

3025. Son las .rectas y <= ax -t- b, donde a = ín b. 

3026. Son las esferas concéntricas cuyo centro se halla en el punto A y 
cuyos radios son iguales a 1, 2, 3, 4. 

3027. Son los elipsoides de revolución cuyos focos se hallan en los puntos 
A y B: 

Y fx-x, )*+<»—»!>*—(*—*,)» + 

+ V (*——lf*)*+(*—=»>* = const. 

3028. Son las esferas xt-f j ^, donde e = e“. 

3029. Son los paraboloides de revolución x* + p 2 “ ct. 

3030. 1) Son los planos 2x + 3p — x — C; 2) son los hiperboloides do',re¬ 
volución o ol cono x 2 ■+■ p 2 — 2* 2 ■» C. 

3°32. ~j~ para T = T„. 

0Q 

3033. — es la velocidad del cambio de la temperatura en ol punto dado; 

ot 

00 

— es la volocidad del cambio de la temperatura en el momento dado del 
tiempo a lo largo de la barra. 

dS "** 

3034. -rr-=*6 es la velocidad de variación del área en función de la 

oh 

dS 

altura; -r¡-=h es la velocidad de variación del área en función do la'base 
eb - 

del rectángulo. 

3036. |i-l. -l.J 

dx dy 

3037. ÍL=3x*g-p»; -^-=x3-3p 2 x. 


3038. 4^-= ar‘; _axe-‘ + i. 

ox ot 

3039. * 1—1-; *_“ +±. 

du v u 2 dv u 

wn di x t +íi^y‘ i —2xy 3 . dz p 2 -j-3x 2 p-—2x 3 y 

dx = (** + »*)* ’ dy - ■ (* J +P*) a 

3041. li = 30xp (5xtp— p3 + 7)2; . 

-J^- = 3(5x 2 y—p*+7¡ 2 (5x 2 —3p ! ). 
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Respuestas al cap. X 


3061. 

3062. 

3063. 

3064. 

3065. 

3066. 

3067. 

3068. 

3069. 

3071. 

3072. 

3073. 

3074. 

3075. 


du _ x _ du _ ¡f _ 

dx~ yP+p+5 ’ ~W‘ = V'í5'+y*+** ’ 

du _ 2 

dz ~ + 

£-*•+3,-1; £= 2 >+3x; £-*+1. 

, . . 3u> 

-gj=ps+w+up; —=«+«,+«. 

¿)u> <5u> 

-¿j-«y+iw+iw. -^-=¡«+M+ip. 

£- (3* 2 +y 2 +« 2 > ,*<*»+»»+*•>, 


=2*ye* < * , + l ' , + , ’ , ; — = 2xM x! * ,+tlS1 ' !|S . 

0* 

= 2x eos (x 2 + y 2 +«S)¡ £- 2y eos (**+ y 2 +« 2 |; 


-^•=2.cos{ I 2 + yí+í 2 ). 


du 

dy 

du 

dx 

du 

di 

du 

dx 

du 

dx 

du 

dx 

2 

5 • 
di_ 
dx 
dt_ 

dy 

di 

dx 


du du 
dy** dt 

i-, 


' x+y+i• 


y_ 

x 1 ln x. 


V T. du 1 Ti du y 
“T = ~Sy~~ x 11 = 


3070 . 0. i-. 

-2(2x+y) 2 «f[H-ln(2x+y)] ; 

.( 21 +y) 2 **» (1 + ln <2*+y)]. 

3 /. . 1° J\ 2 . Jt _ 31nr / . , lnz \* 

xlny V tny/ ’ íy yin 2 y V ln y) * 

= ye"’ n,,x ''(l + n*ycos:i*y); £= « 9cnn,n '(l + n*ycosnxy). 



l-» a -9 t -V /, ^ + y 2 
(l+J/xü+y*) 1 


dx 


vYxU . di_ 
2*(1—xV) ’ dy' 


2y. 

Vx» ln x 
2 ( 1 +*») ’ 
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3076. -|L=- 


3077. 

3078. 

3079. 


x 2 +2xy 


dx (1 + Y zy) Y xy — x 2 y~ ' 

dz ____ x 

dy~ (1 Vxy-^11* ' 

di _ _ y- + 2xy _ _Bz_ 

dx " /l + (zy 2 H-yz 2 ) 2 ' 

_3j_1_ . / xy — x^y . di _1 . / xy—z—y 

3 x = *2 V zy+x+y' dy “ y 2 r zy + z+y' 

a, _ 

° X = (**+y®) (l+»rctg 2 |) (t + arctg i) ’ ,~ 

H x[(M-a r c. 8 2 A) 2 + ar c, g »|] 

dy (**+ y 2 ) (l + arctg 2 (l+arclg-^y* 


3080. 


3081. 


Akx 


du 

dy 


du _ 

dx ~ (i 2 +y»+s 2 ) 2 ’ 

du _ Akx _ 

Bz = li 2 + y 2 + : 2 ) 3 ‘ 

Bu s(z—y) 2 * 1 , du _ t (z—y) 

dx ~ 1-M*—y)« ' Sy - l + (z-y) 22 ’ 


4Ay 

<z s +»*+«*>» ' 


9u (z—y)*ln(z—y) 

a* - l + (z-y) 22 

3082. 4r- = y*(seni)i ,I - 1 cosx; -|r-= z (sen x)V‘ ln seo x; 

ox oy 

4^-=y (sen x)i‘ ln sen z. 
oz 

du du du 

3083. 4^-*---5- = 75 ¿ 1 p donde ,-^ + yt + d». 

3084. c= (2xy a — yso) lg 3 a; ^-=» (.?x 2 y — x») tg 3 a; 


dy 

-^-¡=(2zvk— zyi>)tg*a; = (2t 2 r—xyj)tg 3 a, 

02 OU 


donde a= 

3085. 

3086. 


3087. 

3092. 



ai> l du \ 3o_ _ / ab 

j^T 2 ' \ir/z-b = 2 V srrs- 


/2 


13 


1 y—1. 3088. -¿f- . 3089. -§•. 3090. 3091. 45». 

30». 3093. arclgy. 
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d.i*=(y 3 —6xy 2 ) dx; d y z= (3xy 2 —6x 2 y-f-8y s ) dy. 


y (y*—a») dx . 
^ <«*+»«)* 1 
3x 2 dx 

j3 + 2jr3-!3 ’ 


y ydg 

H /s+p ■ 

, x {#-*■) dy 
J “'~ (*»+»¥ ' 
■ r 6y 2 dy 

d »“ *3 + 2*3-*» ' 

97 


(x dy+y di) coa (xy). 3100. 


■jfg-- 3099. «0,0187. 3100. . 

•ry [(íy 3 — 3xy 2 -f4x 2 y) di+(4y 2 x—3yx 2 +2X 3 ) dy]. 
xdx + ydy 2 (x dy —y dx) ydx—xdy 

**+»*" • 3,M ‘ • y/ÍT^s ' 

(i dy + y di) coa (xy). 3100. • ) ^ -+ i + f i . 

4xy(xdy—y di) xdy+ydx 

(x 2 —y 2 )* ' 3 ‘ 08 ’ l + x 2 y 2 • 

. x*V-i (yz dx + « ln * dy + xy In x dz). 3110. 0,08. 3111. 0,25*. 

. i. 3113. « 7,5. 3114. « 0,005. 3115. K 1,08. 

OO 

. 5. 3117. 1.8 ± 0,2. 3118. 4730 ± 100. 

f> a BsenC S c Csenfi 

“ " sun U sen (B + C) ' t ' son C sen (fi + C) • 

. Crece con la velocidad Igual a 444 cmVs. 3121. En « 2575 cm 3 . 

dr=--i- di+ (4—-^r) dp = 0,16 cm, es decir, carca de 1 %. 

. e sen2,1 (eos 1 — 61*). 3125. sen 21 + 2r 3 ' 4- r* (son I + «os *)• 

3—12l 2 

' /1 —(31 — 41®)*’ 

-|^-=*3u 3 sen reosafeos v —sen r); 
ou 

= u s (sen u + cosa) (1 — 3sen ecos v). 

jL=2-£ ,0(3-2^+^^-; 

•f-= “■7^ (3 ““ 2l ’)- 1 fl (3^-20, • 
da g* . _du_ _ ^+3e xS x 2 
dx °* **+«» ’ dx «*.+ «** 

* _ «li*±ÍL un áu i 

dx l + x 2 » 2 * • ' dx t+x 2 ' 

•-|= ( 3 -4-T7t) “ cí K■ 


-=e»*8enx. 
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dí - arclg u * + I+tf)+ ^+Wi'-H«ÍSS i ■ 


— ^¡j¡~ i (í ' 4 — **+ 2zy3 > x d¡/ + (**■— a 4 +^n) y <**) - 

£=2 X M r+ye *ujL, | »=**-!/*: 

3* 2 y-y 3 x (y 2 -2x 2 ) . ytxv-tex^.0 

3*yá_*í ’ 3I46- y (2y 2 — x=)' 1 7- lek-fe*— xí>y •. 

x 2(x 2 +y 2 )-~a 2 31/9 ± ,2x+£*‘'—cosxy 

y ' 2 (x 2 +y 2 )+a 2 • • i ■ cosxy— e*v—x ' 

- |/I. 3151. r ÜÍ-. 3152. -fU. 3153. . 

> x’ 1 — xy • • (x+y) 2 xiy — 1) 

y-lnx — 1 

x 2 liiy— 1 • 


y—1 • x* luy—l ' 

/ dy \ 4, /dy\_4_ 

V dx )x*,e 3 ' \ rfx / x«c 3 • 

y-2 y=8 

i ««< * « 2 x • 3 * _ c2 V 

dz 2 —x dz 2y 
dx = z+ 1 1 ay ~ s+1 • 

& _ yt _ dz_ xi 

ftr — xy + s 2 ’ 3y ~ ry + z 2 

0: _ z _ dz i 

dx — x(z — 1) ' ay "y (.-I)* 

, sen 2x dx+sen 2y dy ....... . x 2 —y- 

(12 — — ■ ■ | ■ ■ ■ , oioo. z =- - -. 

sen ¿X 4 


3xy— j 3 


317». t--*k arctg3171. 


x dx ydy 


íl., 3173. dz-z/z<xdx-ydy). 
a n 

. 2 (x dx + y dy). 

. 2 (x dx + y dy). 

rfz = «-“ [(y eos y—usen y) dx+(ueos u+y sene)]dy). 

3^_ ' 2x 2 +y 2 d 2 z x- +V- . J^z_ xy 

dx 2 x 2 + y¿ ' ay 2 l ’x- -r y 2 ’ 5z dy Y x 2 +y 2 " 

_ x . a 2 : x 3 +(x 2 —y 2 ) -/xí + y 2 

ax 2 ' 3y2 3 

(x 2 + y 2 ) 5 (*»+y í ) 5 (x-f /¿*+FP 

t^a _ y 

if 

(x*+y 2 l 2 


27-017G 
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Respuestas al cap. X 


3187. 

3188. 

3189. 

3190. 

3191. 

3192. 

3193. 

3195. 

3197. 

3198. 

3209. 


3* 2 = 


2x 

(1 + * 2 ) 2 


S 2 * 


2f 


«2x 


0 = 2o2 C os2(a*+l>y); 0 


(t + y 2 ) 2 ’ dxdy 
= 26 2 co3 2(o*+f>y); 


=0. 

d 2 * 




dxdy 

- ‘lab cos2{«+í«)- 
(l+«W)e« 1 '*l'. 


3 2 x 
3? = 
a 2 ! 
3* 2 


4y 


(2 +Sí ) 3 . 

la y (ln y+ 1) 

5 e • 3y 2 

a 2 » _ lnrlny+1 e ia*lnv 
3* 3y *y 

3-x _ xy 3 _. d 2 * 

d* 2 _ y i—jiyí)» 1 
3 2 x 1 

3*3y~ 


32i 
dxdy 

a 2 * _ 2 (*—y) 
a*3y (i+y) s ‘ 

Id* (ln*— 1 ) e i 0 * i„ „. 

y 2 


V' (1 * x2y 2 )* 

(x-2) y 


3194. 2y 3 (24-*y 2 )«^ 2 . 


V , (* 2 +y2+s2—2«) 3 

3196. —*(2 sen xy+xy cosxy). 
(**y*i*+3xy*+1) «***. 

«!»(»-1)<n — 2)p(p —1)i^-ty"- 3 !?' 2 . 3204. a= —3. 

J*L íJL\ 2 _2-fLJL-®L + Ü¿.í-?L\ z 

d*y _ 3*2 V 3y / 3*3;< dx dy 3y 2 V 3* / 

3*2 “ / 3/ \S 

\ 3y i 




o 

«_ 

dx 

di 
dy 


JL 

dx 

£L 

3*2 

32/ 

dxdy 


dl_ 

dy 

Pl 

dxdy 
dV 
dy 2 


3219. 

3221. 

3222. 

3224. 

3225. 

3226. 

3227. 


-2yd*2+4<y-*)d*dy + 2zdy 3 . 3220. - ■ 

( 3 * 2 -y 2 ) d**+8xy d*dy+(3y 2 -* 2 ) dy» 

(**+í*P * 

2sen 2y di dy + 2* eos 2y dy*. 3223. e*» |(y d* + * dy) 1 + 2d* dy]- 
2 (* dx dy + V dx dx + * dy di). 

—eos (2* + y) (2 d* + dy) 1 ; (2 dx + dy)*; 0. 

—sen {* + y + x) (dx + dy + dx) 2 . 

-£[(4+S)t+^**+(-£+Í)£]- 

2* I*y 3 d*2+(i2y2+2*ys 2 —s 1 ) dxdy+*2y dy 2 ) 

(*2-*y)> 


3228. 



Respuestas al cap- XI 


419 


3229. 


—31.5dx2+206dtd¡í-306 dyl. 3230. ^-+y 

i Py 


3231. y* 5y' + 4. 3232. ^-+ay. 3233. y-**. 3234. 


3235. — 


i^+2» 


3236. -£-=p. 3237. ?P'*-Pp'+f> 2 

dtp -i 


(p'*+p*)* 

3238. —— 3239. I * 1 1 

9k dpi ' p* 3q)2 + p íp • 

3240. <»*(f>)+^-<»'(p)+fai>(p). 3241. -4 J^-+2. 

Al capítulo XI 

3242. x 3 + 2y* - xy + 4 (3x* - y) + 4 <6y* - *) + 3x4* ~ Ai + 

3243. As- 154*- 644 + 4*+ 4*. + *» + *+»* 

3244. Ax = -24 4- 74 - 44* 4. 444 + 24* - 2A 3 - 

- 4*4 + 44* + i 4» - 4*4 + y 4*4* + 44*; 

> / (1.02; 2,031 » 2,1726. 

3245. ¿x* + By- + Ct > + Dzy + F.yl + Ftx + 

+ (2/1 x + /Jy + 8«) A + <2fiy + Dx + 8s) 4 + 

+ (2Cs + £4 + FxH + Ah' + 84* + CP + Dhk + Ekl + FM. 

3246. (—-J) + 4 (r-^)~ 

— y[ c °s|c°9’i (*—-J) + 3 sen | eos t) (x— jY ( 4 —-j) + 

+3eos5sen i) (x — j) ( 4 —-£) 2 +senEcosr| (y——j’J. 

3247. x=l+(x—l) + (x—1) (y—l)+-j-(x—l)*(|í—1)+...; i, «1,1021. 

3248. e x sen y+4 «en y+Acosy+i- 4 + 244C 0 S 4 — A*sen y)+ 

+ ■§■ (4* sen y+34=4 eos y—344- sen y—*» eos 4)J+ •. •; *1« 1,1051. 

3249. y+xy+y x*y —i.y»+... 

3250. y + -i. (2X4- !/*) + A- <3x*y - 3xy*+2»») +... 

3251. l + (x + y)+... + í. n Ü=i(2Ü + ... 

z—y 
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3252 " 


. *- y-!(«»-„*)+ |-<z5-!,«)- .,. + ... 


Fijarse en que arclg-^-^-^arctgi —arctgv- 


3254 . 2 


x n — y" 


(* t 4-» a ) 8 ” 41 


^ S (-*>’■ i TOT 


n=0 


x my2n 


82i6 - S^rS‘“ f )"íjr-S S'-^tstw 

m=0 a—0 m—0 n—0 

3257. « = l + (*-1)+i-Ut-1)—y(*-l) + 

3259. (0, 0). (-5/3, 0), (-1. 2). (-i. -2). 

3200. (1/2, -1). 

3261. (0, 0), (O, o), (a, 0), (a/3, al 3). 

3262. (0, 0), (0, 25), (a, i), (2a, 0), (2a, 2i>). 

3263. (n/6. ji/6). 

3264. (5/a. da). 3265. (-2/3, —2/3). 

3266. (2, 1, 7). 3267. (6, 4, 10). 

3268. A y C son los máximos, B es el mínimo; en el entorno de D la super¬ 
ficie olrece la forma de ensilladura, a lo largo de BF la función conserva su valor 
constante. 

3269. (—2, 0), (16/7. 0), cada uno de los puntos es estacionario para una 
de las ramas de la íunción. 

3270. (1, 1), (—1, —1). 

3271*. (0, 0). Para comprobar que el punto hallado es el del máximo basta 
presentar la función en la forma s = 10 — (z — y)‘ — 2r* — y s . 

3272. (2, -2). 

3273. (—1, 1). 

3277. En el punto (6, 4) se halla el máximo. 

3278. En el punto (0,0) no existe el extremo. En el punto (1,1) so llalla el 

3279. Los valores máximos y mínimos se hallan en la frontera del dominio; 

el máximo es t = 4 y se halla en los puntos (2, 0) y (—2, 0); el mínimo es a = 
= —4 y se halla on los puntos (0, 2) y (0, —2). El punto estacionario (0. 0) no 
da extremo. , , 

3280. El valor máximo : = 17 se halla en el punto (1, 2); el valor mínimo 

s =« — 3 se halla en ol punto (1, 0); el punto estacionarlo (—4, 6) so encuentra 
fuera del dominio dado. . 

3281. El valor máximo 5 = 4 se halla en el punto estacionario (2. 1) (de 
este modo este punto resulta el punto del máximo). El valor mínimo ¡ ~ —64 
se halla en el punto (4, 2). en la frontera. 

3282. El valor mínimo do la función es z =* 0 y se hallo en el punto (0, O). 
El valor máximo es s = 3/e y se llalla on los puntos (0, ±1). 

3283. V'S’en el punto (j (máximo), 

s m ,n = 0 en el punto (0, 0) (en la frontera). 

3284. Todos los sumandos son iguales entre si. 


3285. Todo» los factores son iguales entre sí. 

«■(Í-t)- T+f+í-»- 


3288. *=.i=i-. g=-ÍSÍ-. 3289. (3. Vio, D); (3, -/s5- 0). 

n n 

3290. El cubo. 3291. En el punto (1, f) está el mínimo, s == 2. 

3292. (a, a) 6 (—a, —a), z = a’ (el máximo), (a, —a) ó (—a. a), s = —o a 

(ol mínimo). ; _ 

3293. (—aV’Si —al f 2),z= —\flia (o! mínimo), («V^ 2, a\f 2), z = V 2la 
(el máximo). 

3294. Los puntos estacionarios son z= — Arctg — , p = — Arctg ~. 

3295. (3. 3. 3), u = 9 (ol mínimo). 

3290. Cada una de dos do las variables es igual a 2, la tercera es igual a 1 
(el mínimo igual a 4); cada una de dos de las variables es igual a , la tercera es 


igual a -i (el máximo igual a . 
3297*. Analizar si la función — 


4- jj -f ■ ■ ■ 4- ¿n 


tiene ol mínimo cuando 


/ 2*i,‘ 

...+x„ = í 4. En general, es válida la relación —-— > ^—-— J . 


*«+*> + •••+**■=*• En general, 
si íc > 1 y z, > 0. 

abe 

3299- “mia- ác + r.+oá P " í 


ab 

c-rac + ab 


3300- “msx- 1 - “rain” “y- 3801 - (l5 ’ 2 ’ H)' 

3302. (3, -1, 1). 3303. a) (—2. 0, 0); b) (2, 0, 0). 

3304. El cubo. 3305. El cubo. 3306. —. 

3 y 3 

3307. Si R es el radio de la base de la tienda de campaña; H, la altura do 
la parte cónica; h, la altura de la cúspide cónica, deben verificarse las siguientes 
relaciones: 

3308. Si l os el lado del trapecio, b. la base y a, el ángulo de inclinación 
del lado, deben verificarse las siguientes relaciones: 

¡=¡>= , a — ^r , donde A es el área dada de la sección. La superficie 

V& 3 

lavada es u = 2 j/3- V~Aa¡ 2,632 V~A. 

3309. El cubo. 
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3310. Cada uno de los lados de la base ea igual a 2a+y' r 2t>, la altura es 
dos veces menor: + J/ÜoJ . 3311. o 3 (el cubo). 

3312. El área mínima es igual a 3 \ r 3ab. 

33 ' 3 ' (tTTs) y (“7s' ~w)- 

3814. (— -g-1 —4")' 3315 -< 3 ' 5 '- 33l6 -*m.x = 2 - 

3317. Los lados del triángulo son YU, Y2S y 2 /S. 

3318. La altura os 4". los lados de la base son ^ 3 y • 

O 

el volumen es V*=-^-abH. 

3319. Es el tetraedro. 

3320. La normal a la elipse en el punto buscado debe ser perpendicular a la 
línoa que une los puntos dados. 

3321. La normal debe ser trazada en el punto cuyas coordenadas son 

i ±a '/-£ó’ ± b ]/ r 3r). 

3322. (9. i, I); (-9._4._4). S8 * S - 2 ** 

3324. x + y = 2¡ y = x. 3325. *_»+a-0;*+a — 3a-0. 

3326. i + 2y - i =• 0; 2i — y — 2 = 0. 

3327. x — y + 2 - 0; *+ y - 2 = 0. 3328. (0. 0). 3329. (0,0). 3330. (0. 0). 
3331. (a, 0). 3332. (0. a), (0. -o), (a. 0), (_a, 0). 

3333. (2, 0), (-2, 0). 3334. (0. 3), (-3, 0), (— 6 , 3). 

3335. (0, 0 ) es el punto doble. 3336. (0, 0 ) es el punto aislado. 

3337. (0, 0) os el punto terminal. 

3338. *n¡ k = 0. 1, 2, . . . son los puntos de retroceso. 

333». (a, 0) es el punto do retroceso. 3340. (0, 0). _____ 

3341. x = —(a), y — f (a) — a/' (a); y = i aresen x + \ — A 

3342. 16/ + 27i* = 0. 3342. y* = 4ax. 3344. y = */2 o y = -a/2. 

3345. y = — x*/4. 3346. y — 0 y 16y = x*. 

3347. y = xey = x — 4/27. La primera ecuación es el lugar geométrico 
de los puntos singulares; la segunda, la envolvente. 

1 _ 2 2 

3348. **+-4=.y2=0 y *=-3349. * 3 +y 3 = d\ 

3 \ 3 3 V 3 

3350. 4 rectas x ± y - ±R. 3351. 2by 0. 

3352. Parábola l/T+VT= V*- 

3353. Cicloide x = —- (<—sení), 9 = 4" — cosí)." 

3354. Elipse x*+j£-=JP. 3355. Hipérbola xy=-j. 

8 

3357. Evoluta de la parábola y : =rr=— (*—p) 3 . 

47 p 

3359. Hipérbolas *y=y y zy= —- 5 -. 



3361. a) 2 r-±. = ; 2 | r |.i^i ; 

.. / dr \- , d 2 r . <Pr 

b) (-¿r) +r ~dfl’ C) rX ~d*- 
d) ( r di di 1 ) ‘ 

3302. Do la igualdad —=a(t)»-se doduco 

^._^L r+a ^. = .(*L + a a) r =p (I) . r , etc. 

3363. Derivando la igualdad r‘ = const (véase el ejercicio 3361) obtenemos 
r. ÍT = 0. La tangente a la línea esférica (o sea. a la línea situada on la esfera) 

os perpendicular al radio de la esfera trazado al punto do contacto. También so 
verifica el teorema inverso. 

dr dr <flr <Pr dr 

3 m -H = dU" f - + *T^’ 

d?r tfir „ &r . m , dr _ 

-dis=iz?t i+3 -3Z2 + dn"p • 


3370. De la igualdad « —jj— 


.0, donde í| <t< f 2 . 


se deduce quo en la línea cerrada (debido a la igualdad r (/,) = r (t,)) habrá un 
punto en ol cual la tangente son perpendicular a cualquier dirección previamen¬ 
te dada. 

3371. La hodógraín do la velocidad u (a eos I. a sen 1 . 26/} es lina hélice, la 
hodógrnfa de la aceleración w (—a sen (. a eos I, 26} es una circunferencia. 

dv dr 

3372. La multiplicación escalar por a y por r da: =.0, r = 0. De 

donde ar const, es ln ecuación del plano, r 1 = const. es la ecuación do la este¬ 
ra. La trayectoria buscada es una circunferencia cuyo plano es perpendicular al 
vector a. 

337ó. Elipse. La velocidad es máxima en el momento en que ol punto mate¬ 
rial so halle al línal del semieje menor, y es mínima en el momento en que el 
punto se halle al final del semieje mayor. La aceleración es máxima (mínima) 
on ol momento en que la velocidad es mínima (máxima). 

3375. Componentes de la velocidad ■— ; p ■— ; psenqi-^-. IndicaciSn. 
Hallar los productos escalares r 0 ; ^ 4r e °" 


s a ¿ „ . . , r- , í- i- 

-75— = —í—=—t— : « I x+/y+a=- r -r- r +- r . 

a/2 o/2 k 

x -— y-— | t 

-a/2 a ■/2 ± ’ * y+ jra/2* 8na/2' 


3377. 
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V5 


V2 


" ■ ‘ -13i+3y+4/2í+V'2*0. 

—4 V 2 

2j- + 3¡/ + 6s = 37; 

: 6x+2y—3z=20: 

3*—6y + 2a= —81. 
i de la linea la ectiaci 

0. ó sea,’ toda ¡a línea pertenece a este pli 


13 

" = - 

-3 

x+\ 

y —13 

2 

2 

3 

6 ’ 

*+i 

y —13 

t 

6 = 

,2 

“-3' 

x+i 

y—13 

t 

3 ~ 

-ti ’ 

~ 2 • 


3392. 


3393. Para cualquier punto de la línea la ecuación del plano osculador es 
3* _ 2u — 11 = 0. o sea, toda la línea pertenece a este plano. 


— ¿y — ti = u, o sea, xoaa la linea pertenece a usic pianu. 

3394. El plano osculador es el mismo para todos los puntos de la línea. Su 
ecuación es 


X 

y 

S 

°i 

«2 

«3 

“1 

•h 

a z 

= >i¡ 


h 

f'l 

í-2 


«t 

c 2 

CJ 


3395. 


ch 2 t 
sli t ' 


3396. n = /2 cosec 21. 

V (i +»*+*'*)* 

, r ' e. r ‘ Xr ‘ « ^ (-<•' X S) x r' 
3399. ti—prj, fr' x r" | 1 V ‘ Pj-|r J Xr*|' 


3398 


3400. ti = Vj X p,; v, = pi a ti. pi = »i a »i- 

3401. El vector buscado a (si es que existe) es susceptible de ser presentado 


on la forma 


' Pi X *l¡ P, + t. X v,. 
.que existe) es susce 

oí — (ait,) t, + (oiv,) v, + («p.) p,. 


O) 


Do todos los datos expuestos en ol ejercicio (teniendo en cuenta las fórmulas de 
Frénet) eo deduce que 

axti^hVi; «oXv,= — *ti+rpi; «>xPi = — rv,. (2) 

Multiplicando estas igualdades de manera escalar por v„ p„ t„ respectivamen¬ 
te, obtenemos ait, — T. siv, = 0, o>Pi = k y. por consiguiente, o> = Tx¡ + 
+ *p,. La sustitución en las fórmulas (2) muestra que este vector satisface los 
datos expuestos en el ejercicio. 

3402. 99 4- In 10 Sí 101,43. 3403. a ln (1 + l/Tl = a ln tg^. 

3404. !/•§• («‘ — 1). 3405. 5. 3406. 4a. 3407. ¿\f%. 

3408. alo . 3409. y ( 1 + 4-'“3) • 

Y2a— Yx 2 ' 2 > 

3410. 8t—8'j —s=4; 


3411. x + p — i —1 = 0; £ T -! = íí- r l == Í ; _ l . 3412. s+a = 0. x = a, y = a. 
3413. 17i+ll|f+5« = 60; £^=£^=2^1. 
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3414. *- V +fc—£~0s 

3415. f+f+T^ 

3416. x+Hy+5i—18 = 0; £-^=^ = ^±1. 

3417. 3x-2y-2s + l=0; 

3418. 2x +¡1+113 — 25 = 0; í^i = *Lzl=l=l. 
3410. 5x+4y + s—28 = 0; 


3421. x-» + 2i = ]/ r ü y ,_„+2«=-j/-j. 

3422. x + p + x = /fl2 + 6*+e=. 

3424. Todos los piones pasan por el origen de coordenadas. 


3425. x 0 x + Pc»+«o«“<> 2 ; -|— zr=~- 
*o yo -o 

3420. a_íiÜ_2<«+*»V ^ ft(P-Po) ^ 'o 

a 3 6 a ‘ — 2a!b 


3428. -|-a 2 . 3430. 2*+y—3 = 2. 3434 . 4x-2y-3i+3. 

3435. Es paralelo al plano xOy en los punios (0. 3, 3) y (0, 3, —7); al plano 
yOz en los punios (5, 3, —2) y (—5. 3. —2); al plano xOi un los puntos (0, —2. 
-2) y (0. 8, -2). 

3436. a) Gu 0 u 0 x — 3 (u„ + o,) y + 2« + (u 0 + e 0 ) (uj — 4u Q v 0 + i-J) = 0; 


b) 3 (xj — y,) x — 3x. (y + y 0 ) + 2s + -5+ 
3437 . 23 (x 2 + y- + **) + o <x 2 + ,/) - O. 


3437. 23 (X" + y' + i-) + p (X» + y») = O. 

3438. (x 2 + y 2 + = 27a J xy3. 

3439. 1) {-2. 1); 2) {10xy - 3y», 5* ! - 9xy 2 + 4o 3 }. 

3440.1) 61+4./; 2)-i (2 i+J\, 3)-^í+f2¿. 

3441. 1) tg (p » 0.342. <p » 18° 52'; 2) tg (p » 4,87. ip s; 78° 24'. 

3442. El semieje negativo y. 

3443. 1 ) eos a » 0,99, a = 8 °; 2) eos a « —0.199, a = 101° 30'. 

. 1 ) ( -■ 5 ". "I") • í 2 ) Lo* puntos situados en la 


3444 


circunferencia x 2 -^ y 2 = ~ . 

o 


3447. 1) Oxjyjxo, 2x a W xjy 2 }; 2) 
el radio vector. 


dondo r os 
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3450. 1) 22)2-p-: 3) 2F' (r 2 ) r; i) a (br) + b (ar); 5) a X 6. 

Yl 


eos o-f sen o 


3452. 


T' 


3451. 1) 0; 2) 3) -/5; 4) 

3453. -1-. 3455. 1) 5; 2) ||. 3456. -22. 3459. -i-. 


Al capítulo XII 

3460. M= í y(x. y)do. 3461. £= j j a(x, y) da. 

D D 

3402. Nyrf j j V*Y(*. V)do\ 

3463. Q=-(h — t t ) ^ j '(*• V) Y (*• #)*»• 

D 

3404. M = j ![ | f «■ J ) *>■ 3465. £- j j j 6 (*, y. t) dv. 

3406 . 8«(5-/2)</<8a(5+/5). 3467 . 36n < / < 100*. 

3468. 2</<8. 3409. — S</<-§"• 3470. Ü</<64. 

3471. 4 < / <36. 3472 . 4</<8(5-2/2). 3473 . 4n < l < 2-n. 

3474. 03475. 24</<72. 

3476. 28«/3</<52.t/ 3. 3477.1. 3478. (*— l) a - 

3479. 3480. Inf 3481. In. 


3482. n—2. 3483. 2. 3484. — 

3*+4 


2 2 -* 


3485 


O A - 

.. j dx j /(x, y)dy. 3486. J dx J /(x, y)rfy. 


3 3*4-1 

2 _ 

i Vl-xi 


0 0 
1 


3487 


. j dx j /(*. v)iy. 3488. j dx J l(x,y)dy 


b 0 

/2 i-a* 


0 x-i 
3 

2 


3489. í dx J f (x, y) dy. .3490. J dx j 
-/2 - J 


—j- 


/(*. y) 
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3491. 


3493. 


3494. 


349Ú. 


34%. 


3497. 


3498. 


3500. 


4 3+ V 4*-*a 


1 V~x 


j <** j n*.V)dy. 3492. j dz f /(*, y) dy. 

0 2 - V Kx-x-i 0 x» 

2 2x 3 6 -x 

j áa- í / (*. y) ¿ir+ [ di f /(*, y)dy. 

o x 2 x 

t 2 5 

3 x+3 T *+3 3 5-2* 

j dx j /(*.») dy+ ^ dx f f(z, y)dy+ f dz ^ /(*, y)dy. 

2 1 - 2 * I * 2 * 

"T T T 

2 

12 * 2 * 
j dx j /(*. y)dy + j dz j /(x, y)d¡/. 


O 

2 


2 2 * 


1 x_ 

2 

2 2 YTx 


] dz j l(z, y)dy + J dz ^ l(z, y)dy + 


o -zV¿x 


* -2 Wx 


8 24-4* 


+ j dz j /(*. y) dy. 
± - 21 / í* 


-2 »'#-*a 2 /í+íá 

J dz j /(*, y)dy+ j dz j /(*, y)dy + 

-3 - t'8-x* -2 _ IT+J3 

2 VT^xi 

+ 


-jdz j /(*, 

2 - Vtt 


. y) dy. 


VTT‘ 


jd* j /(*, y)dy. 3499. ]’ dy ] /<*, y)dz. 

o _ 


0 *3 


TV VI V 4-21/3 

J ¿7 J /(*• >)<**• 5501- j <ÍP j /(*, P) if- 


l'S r 4-2i/2 

í dí í 

- VJ -Vi-2y* 

j dy j l(z, y)dz+ j dy j ¡(z, y)dx. 


O r _ Vri-yi 
2 u 


4 2 


2 i 
2 


3502. 


Respuestas al cap. XII 


429 


6 -w 


3503 


. ^ ¿y ] tí*. y)<k+ J ¿y j /(*. v )<**• 


i 2-y 


3-2» 


l'J 


3504. 1) J dp j / (x. y) di-, 2) j dy [ /(x, y) di; 
o y o 

1 2 - v' 211 -y 1 

3) J dp j / (*, y) dz. 


p+« 

~ 


2 211 4 2 

3505. 1) j dp j / (xi p)dx + j dp j /(x. p)dx; 
l> P 2 2»-3 


i 
2 

a-p _ 

3 2 3 i+»'S*2*-xS 

2) j dy j /(x, p)dx; 3) J dx \ /(x, p)dp¡ 

1 pjM —i o 

_ 

1 S+»'P»S 2 í+l'W-y* 

4) j dp j / (i, P) dx + j dy j /(x, p)dx. 

O i-VTTJi 


2 - V2p.pl 


3 

2 J. 


3500. 1) |V; 2) 9; 3) 4 • 3507. 0. 3508. 3509. 

3510. -2. 3511. ip 3512. A. 3513. 4. 3514. 3. 3515. 12i-. 

3516. |fl. 3517. 6. 3518. “ bc < a + b + c ) . 3510. ^ 3520. -g. 

3521. 2í—5. 3522. 4 (ln2—|) • 3523. jgg. 3524. j. 

2 re fl 

3525. 1) i¡ d<p \ / (p eos 9. p sen 9) p dp; 


z a cosv 

2) j \ /(peostp. psen<F)pdp; 

iL 0 

2 

jc 6 sen 9 

3) j d9 5 


/ (p eos 9. psen9)pdp. 
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3520. 

3527. 

3528. 

3529. 

3530. 

3531. 

3532. 

3533. 

3534. 

3536. 

3537. 


arctg 2 S eos q 


f d<p j /{pcoa í>. p sen <p) p dp. 

ít 4 COS 9 . 

4 

clg ó 6 seo 9 

( ¿V j" / (p eos 9. p sen <j>) p dp + 

X 

T a eos r 

+ J *P j / (p eos q>, p sen p) p ¿p. 


«rcig, 


•i set 

j <*P j /(pcosip, pjWD9)prfp. 
o o 

n 

T 2 

j d<t J /(pcoaip. p»en<p)prfp. 

0 yiwef'.*) 


1 l'COS 2® 


/ (p coa f, p sen <p) p rfp. 


K* l 

4 

x 

T o sen 2 q» 

| f / (p eos 9 , p sen <p) p dp. 
o 0 

n 

T R 

[ df j / (p coa T, p son 9) p dp. 

•*X 

2 2Jtson<p 

J ¿9 J / (P eos <p, p sen (p) p dp. 


_ R 

i sen v 


arctg/? 


-j- f n&pdp. 3535. ( /(tg<p>*p. 

o ó 

^.[(l + R 2 )lD(t + fli)-B 2 ). 

n(.t-2 )_ jjgg nffSA 3539. (n-j) • 3540. ■£. 



2 * 1 

3542. x=2pcos<p, y=3pscn <p; /=• 6 ^ dtp j /(2pcos<p, 3psen <p) p dp. 


3543. x = pcos<p, y=V'3psen?; 
a v'1cos i f sen<f 


M í IVO- V «s- Y 

7 = /3 jd>p j /(pcostp, y"3 p sen f) p dp. 

T s _ 

3544. ¿«apeos?, y —¿psen?; /=»a& j d<*> j / (V 4—p=)p dp. 


1 a R 


• .1 /» 

5. 2Í£Í. 3546. -jiy. 3547. j * J </<p ^ /(pcos<f. peen<p. «)pdp. 
y 0 n O 


2 2 coa 9 P 3 


í C tlí» V I* 

3548. [ d<p í pdp j /(pcosif, peen q>, «)d«. 

n 0 0 

"T 

n n 

T T R 

3549. j sea 8 dO j" d<p j / (p eos <p sen 8, p sen q> sen 6, pcos8)p 2 dp. 

11 0 0 

T R »'cñT2? Vr*-o 2 

3550. f ¿y f pdp \ /(pensep, psonif, i)ds. 

0 -Vltt 


2» ~T~ 1' R 2 -p 2 

3551 . j d<p ( pdp j /(peosqi. psencp, i)di 6 

0 0 R-V 

n 

2* 3 R 

^ ífíf ^ sen 0 rfü \* / (p eos ? sen 0. p ecn ? sen 0, p eos0) p 2 dp-f 
oo 0 

n 

2n 2 2Rcose 

-f ¡¡ d? ^ son 0 ¿8 j /(peos<psen 0 , p sen?sen 0 , pcos 0 )p 2 dp. 

0 _n_ 0 

3 

3552. -2y-. 3553. a 2 . 3554. -¿t-n/P 5 . 3555. 
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3556. 

-^n(AS-r*>. 3557 

.-y-. 3558. n[si 

'■ ,0+, "Ffe 


3539. 

t86|. 

3560. 

u6 / 

Ti' 

fl + Ü). 3561. 
P 4 1 

abe 

T* 

. 3562. 12. 

3503. 4 

3564. 

"i- 

3565. 


'6. 3566. 16. 3507. 

45. 



3568. 

4 - 

3569. 

4- 

3570. ar= (^-i 

) . 3571. 22n. 


3572. 


3573. 

*4 

A ni 

• 3574 * T^T * a575 * 27 

■3576. |. 


1577. 

88 -«78 1 

■ros- 3578 - 3 

•aiw. 3579. 3580. 2 


2¿>+l\ 

» J ’ 



3581. 3e — 8. 3582*. 4«—«*—I. El cuerpo es simétrico respecto al plano 
y = x. 3583. 2 - 3584. . 3585. -y-. 3580. y. 

3587. 40n. 3588. 2n. 3589. -| nrt 3 . 3530. no». 


353,. ^-I). 3592.^. 3503. ^(^.+1). 


3594. y(^--l) . 3595. . 3590. . 3597. 


n.*m 


3598. 2. 3599. nab. 3009. ~ . 3601. . 

5 3 

3602*. -g-.-w 3 . Pasar a los coordenadas polares. 3603. •ja. 

3604. 2*1. 3605. j . 3006. -¡y . 3007. . 

3608*. 1) ; 2) n Valerse del resultado del ejercicio 3541. 

3609. 8. 3010. 3611. . 3012. 4(4-3ln3). 

14 OJ 

3613*. -y. La proyección del cuerpo al plano fíxy es un círculo. 
3614. -2-, Pasar el origen de coordenadas al punto (y . y , o) . 

40 4 J 

3615*. — 71 >’ ^ asnr H coordenadas cilindricas- 

3616. 3017. -¡y. 3618. rr/?3. 

1 , a 3 

3619*. jna 3 . Pasar « las coordenada.® esféricas. 3620. 7 ^. 

3621. ~ na*. 3622. j.ta 3 . 3623. 3624. 


3625 


. ^2 n . 3626. 14. 3627. 36. 3628. 8n. 


4 



362!). 2 y'Ünp 2 . 3630*. 2n« 2 . Proyectar la superficie sobre el plano Oyi. 
3631. &Ylab. 3632. -£(/g-l). 3633. + 

3C34. Í|¡-(/8—1). 3635. 4na (a-/u 2 -/?*). 

3636. 2W 2 (n—2). 3637. 2fl=(n+4-4/á). 

3638. i{3/2-l/3—í^-ln2+/2ln(l^3+V'2)} . 3639. . 

3640*. ^(V3— V5)»3.42 10»*m*. Pasar a las coordenadas eslÉricas. 
3G41. 41 na*. 3642. 8/i 2 . 3643. . 3644. 4 fl3 36ír '. Jl« 3 . 

3 ¿ o • 

3646. 3647. El momento estítico es igual a . 

3648. El centro de gravedad se baila en ol eje menor, a la distancia igual 

a -i— dol eje mayor (4 es el eje menor), 
on 

3649. 6 -(l_4-)(V^+l). n = 4(-|--l)(2+V2). 

3650. El centro de gravedad se baila en la bisectriz dol ángulo a. n la 

a 

4 ”T 

distancia igual a —/( —-— del centro del círculo. 

3651. El centro de gravedad se llalla en la bisectriz del ángulo a, a la 

, a 

, son* y 

distancia Igual a y/1 .¿-sena ,lt ' 1 cpntro dcl « !rcul °- 

3652. 1 = ^4 , t|-0. 3653. yrt/l*. 3654. 3655. í^( 0 í+¿ 2 ). 

3«5C. . 3657. ( a s+12/. 2 ). 3658. ^ . 3659. al, (^+ ^) . 

3060*. Seleccionar el sistema de coordenadas do tul mudo que el origen de 
coordenados coincida con el centro de gravedad de la figura y quu uno de los 
ojes de coordenados oca paralelo al eje respecto ni cual se busca el momento de 
inercia. 

3663. y 3664. S^S? . 3605. -=¡f£ . 

3666. C = f. :*667. l = ±a, „ = Í5. i = -|c. 

3668. I-! . n = f • £ = 4 »09. i-f. ■) = #/«. £ = f. 

3670. s-0. .1=0, í = 4^-(6/3+5). 

O D 

3671. | = 0. 11 = 0, -rr-(t + cosa). 


•¿ 8-0176 
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3672. 5=0. 11=0. 5=|j-- 3673. 5= 
55+9 1^3 


7? 

2 


n „ r 

> T . C= T - 


130 


3674. 5 = 0. H=0. ; = 

3675. yjf(ó*+e*). yáf (c 2 +a=), y«(«*+6*) y -¡y M (a 2 + ó 2 + c 2 ). 

3676. 3677. y 3/ (fr 2 + c 2 ). y 3Í (c 2 + o*>, yAÍ(o 2 + f 2 ). 

3678. 3, (* + *) y - df + m 3679. $*£=£. 

3680. ^nfl 2 // (3ff2+« 2 ). 3681. yAf (í : + |// ! ) . 3682. ~ Me*. 

3683. -y-(/? 2 +r 2 ). 3684. ya 2 3685. 2nr(7f-r). 

3686. yfa» 2 . 3687. 2]ty(7P—r*). 3688. n/? y" - (3/f» + 2W 2 ). 


3689*. 


nyA "* 2 lg 2 a 


. Si ol ojo Oí so toma por el del codo y el origen do 


/»-f-3 

coordenadas, por su vértice, lu ecuación del cono es **+ ¡/ 2 ~z~ lg 2 a= 0 . 
3690. y ny/l 8 . 3691. ?y ( 18^3--y-) . 

3692*. 5 = 0' »| = 0. 5 = jff. Pasar a las coordenadas cilindricas. 

3693*. nR ¡ . Véase la indicación al ejercicio anterior. 

3694*. Seleccionar el sistema do coordonadas do tal modo que el origen de 
coordenados coincida con el centro de gravedad del cuerpo y uno de los ojos do 
coordenados seo paralelo ol eje respecto al cual se busca el momento de inorcia. 

3695. , dondo M es lu masa de la esfera, y k es la constante gravi- 

tacional. 

3696*. Valorso del resultado del ejercicio anterior. 

3697. yy -yj- , * es la constante gravitacional. 

3699. B1 centro do presión se halla en el eje de simetría dei rectángulo 

o 

perpendicular al lado a, a la distancia igual n y ó del lado situado en la 

superficie. Gn el segundo caso (el lado a situado a la profundidad igual a A), 
lo distancia que medio entre.el centro de presión y el lado superior sorá igual 

6 + 3, 

a -y-■ ' • dondo 1= . (Para 1 >b el centro de presión casi coincido 

con el del rectángulo.) 

3700. a) y sen a; b) y-Asena. 

3701. El centro de presión se hulla en el eje mayor do la elipse, a la 


distancia igual a a+ 


4(a +A) 


de su extremo superior. 



Respuestas al cap. XII 


435 


3702*. Seleccionar el sistema de coordenadas do tal modo que uno de los 
pianos de coordenadas coincida con el de la placa y uno de los ejes, con la línea 
da intersección de la superficie del liquido con el plano de la placa. 

3703. Diverge. 3704. 2n. 

3705. . 3706. 4. 3707. 2. 3708. 4 -. 


3709*. -s-. Posar a las coordenadas polares. 

2 sen a ^ 

3710*. -g-. Cambiar el orden de integración. 

3711. . Véase la indicación al ejercicio antorior. 
lo 

3712. Converge. 3713. Diverge. 3714. Converge. 
3715. Diverge. 3716. No. 

8 n ...... 


3719*. a Y n\ valerse de la integral 


de Poisson 


3720. Divorge. 3721. Convorge. 3722. Diverge. 

3723. 4j- jtR 3 | In R —i-J . 3724*. a. (Véase la indicación al ejerci¬ 
cio 3719.) 3725.-2.. 3720. X~-. % 3727. 2a4my (fl + W- / IP-+IP-). 

La fuerza está dirigida a lo largo del eje del cilindro, k es 1a constante gra- 
vitacional. 

3728. hmyU ^ ( l on( ) 0 ¡ es la generatriz del cono. La foorza está 
dirigida a lo largo del ojo del cono. 

3729. a) «=4yc—3yo- í, '”-^-(Vc— Yo): b > -nlt/lvc^ . 

3730. Está definida por todas partes excepto rcO. 3731. 3a. 

-33.^{^±g + larctg±}. 

1-3-5 ... (2a —3) a ___ 


2-4-0 ... (2n—21 2c5a-> (n>1) ’ 


a (a 2 + b 2 ) 


■ Derivar respecto a o y ó y sumar 


los resultados. 


3737. ln (1+a). 3738. -j ln(l + o). 


3739. -£-ln(a+ Vl + nt). 3740. a (V l-o=-l). 

3741. -2-ln(l-)-a), si a>0;-2-ln(l — o), si a<0. 


3742. n ln 




3743. nareseno. 3744. narcsona. 3745. )^na. 


28* 




m 
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3746*. YíHy'b— V'ó). Derivar respecto a a o respecto a b. 


a (b—c) 


3747*. arctg — arctg—=arctg — 


”“-T- -Sí?- 


. Derivar respecto a b o e. 


3749*. a ln üJ ^ b . Derivar respecto nao». 


3750. -ylnd+a). si a>0; —ln(l—a¡, si a<0; 


s-é- 


dx=-z-¡n 2. 
tg* 2 


3751* 


la 


l+P 

1 + a 


Efectuar la integración respecto 


al parámetro n deste a hasta (i. 

00 

3752. /5(b-a). 3753. C eoe *‘ 

í * 1 


di 


«o 

5 s*n x dr , / n 

\/x V 2 • 


3755. 


‘"T- 


1 /» 

3756. —ln —. 


e e ae 

Evaluamos la última integral sustituyendo / (x) por sus valores máximo y míni¬ 
mo en ol intervalo (ae, 6e), y pasamos al límite. 


3758. ln—. 3759. la — . 


3760. 


ln 


•+* 

I a—b 


3761. ab ln — , 
o 


3762*. y- ln 3. Presentando sen 3 x en lumia de la diferencia de los senos do 

los arcos múltiplos, reducimos ol problema de este ejercicio al del ejercicio ante¬ 
rior (seleccionando convenientemente o y b). 

3763*. Para demostrar las relaciones se puede valerse de dos métodos, a 
súber: 1) efectuando iu integración por partes; 2) cambiando el orden do inte¬ 
gración en lo integral doble que se obtiene después de sustituir <!> (ai) por la 
integral. 

3764*. Véase la indicación al ejercicio 3763. 

3765*. Valerse del segundo método de la resolución del JS3/63. Para de¬ 
mostrar la segunda relación es necesario analizar la integral 


i 


sen ax eos (x sen 0) 


dx 


para |o|>f y |a|<I. Para ello transformar la expresión del numerador, 

eo 

y tener en cuenta que J (integral de Dirichlot). 
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3707*. En ol primer miembro do la igualdad sometida a prueba, ponor las 
expresiones para y' o y" que se obtienen derivando lo integral y respoeto al pa¬ 
rámetro. Efectuar la integración por partes de uno de los sumandos obtenidos. 
3768*. Véase la indicación al ejercicio 3767. 

3769*. Véase la indicación al'ejercicio 3767. 


AI capítulo XIII 


3770. YZ ln 2. 3771.24. 3772. -£• (5 YZ~ 1). 3773. 2 . 10 *»**. 

• '"tiíí*- 3775. 4.U,/:. 


V» 

6. j f(pcosip. psrn tp¡ Y p*-t-p”d<p. 


3777*. —. l’asor a las coordenadas polares. 

3778. • 3779. X |(/P + 4) T —8). 3780. 


Son 3 


2. — V? .|(l-f 2n2) 2 —1|. 378S.JP/!. 

d 


3784. + I) 2 -(r’ + 1) T ). 3785. fio. 

3786 . 4p—f-^-aresene. donde c es la excentricidad de la elipso. 
3787. - 8 — ^ ) Y**+~i¿- 3788. (1—#-<) Y3. 

3789. (O, -2-, -y-). 3790 . |(3n»-1) (2n-H)~-f 1| 


3791. /,= /„ = (-y-4 y.) /4n 3 n'-+á*. /, = «* /4n 3 o 3 + á-. 

3792. 3n«*. 3793. - 1 ™* — «u» 


3795. H\ 


3796. ka (° + 4r ln 7~f) ■ d 0" du *“ /oí-i». Para o = 6 S-2/ro 3 . 

3797. 1 ». 3798. 8«*. 3799. 4fl*. 3800. 

OI A 


8m/ /2 


3803. , donde o y 6 son los semiejes do la 


elipse. 3804. 


3806. 3. 3807. 


—- . Para «=-/i /2. 


3808. — 


(*»+JP>- 

56 


3809. 37 -i- . 



438 


Respuestas al cap. XIII 


3811. D-f; ?) 3, -Ir; 4 > “4r- 

3812. Rn los cuatro casos la integral es igual a 1. 

i t 

3813. 0. 3814. —2ne5. 3815. — o. 3810.no 2 . 

3817. -¿-nfif'J?. 3818.13. 3819. 0. 3§20. 33821. . 

3822. ([(*=>+»*) dxdg. 3823. j j {y—x)e^dzdy. 

D D 

3824. . 3825. 1) 0; 2) —— . 3827. -j . 

3836*. Aplicar la fórmula de Greon al dominio doblemente conexo limitado 
>oi el contorno iyy cualquier circunferencia cuyo contro so halle en el origen 
te coordenadas y que uo se corto con el contorno L. 

3837. n. 3838. 8. 3839. 4. 3840. ln-y . 3841. R, — R,. 3842. ~. 

3843. 0. 3844.-1-. 3845. n= — 1- - + C- 

3846. u“ (r 2 — l/ 2 ) 2 + C. 3847. u-ln|r+l/l- ^J + C- 

3848. u- —(-C. 

3849. u=.ln[x —y|+- ^ y - + -^--y-+ c - 

3850. u=* 2 eos y + s 2 cosi+C. 

3851. u^-^ + í+C- 3852. a- 

3853. n= 1, u = -j-ln(x*+v 2 )+arctg-|- + C. 


3854. o=5“ — 1. " = 

3855. u-ln|í+y+i| + c. 3856. u= Y^+Ü^+^+C- 

3857. arctgxys + C. 3858. u= + C - 

3859. a ~ 8y +-y + C. 3860. u^e' (x+1) + 

3861. na5. 3862. -g- no 2 . 3863. 6no 2 . 

O 

3864*. -j-o». Poner y = ti al pasar al paramotro. 

3865. JL. 3866. . 3867*. 2o 2 . Poner >j = x tg /. 

3868*. -gjy . Poner y = xí 2 . 3869. PR. 


387°. l) -i; 2) 3) -y y 1. 


3871. a) ■ ° 2 ^ ; b) 0. 


3872. 0. 


2 
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3873. k y a ~+y i ' hc ~ ] n 2 donde k es el coeficiente do proporcionalidad. 


3878. 

3882. 


3879. 0. 


2n arclg . 


3874. 0,5 k In 2, donde k es el coeficiente de proporcionalidad. 
3876. 4 yéí. 3877. ^ 

3880. nfíK 3881. 

c(T-Í) [ (c+ .fl)n-4 j F ara n * 

2jiR . c-\-R 0 

— ln 7=fl- parn ’“ 2 - 

3884. n (A y«í+l + ln(«+y/f2+f)). 

3885*. n*fí 3 . Valorsc de las coordenadas esféricas. 


3883. 


3886. 


3887. 3. 


•uss 2i,w ’ 
3888. 


3889. 


- nabe. 3890. 0. 


3891 
3894 

3895. - 


3897 


. -1-. 3892. H 2 H ( ) • 3893. 

. 2 j | (i— y)dzdy+(y—i)áydi+(t—x)dxdz. 

3896. 2 [ (z+y+s)dxdydx. 

■ÍJi 


V^+yi+z* 


C 

dx dy dz. 


3898. 0. 


3899. 1£-hR s . 


Al capítulo Xni 

3901. 1 +y* = C (i—z 3 ). 3902. * 2 +p 2 = ln Cx 3 . 

3903. y=.fc+óx-3x*. 3904. y-Cseni-a. 3905. Cx^-^p- 

3906. x VT^ü i + y /l—1* = C. 3907. /l—y-‘ = arcsem+f. 

3908. e*i=C(1 —e~ s ). 3909. 10*+10-0*=C. 

3910. lnjtg-|-|^C-2son-|-. 3911. «=.-1 (í+±l^L) . 

3912. .^ ln + 

2 Vk,k, Vk,{i-x)-xY^ 


**T 


3914. y-- 


3913. y 

3916. P = 4±^. 

3918. Tractriz y — Yk^x 3 +2 ln 


i±L 

1-x 


3915. cosx=. Y% cosy. ,j 


3917. Hipérbola xy=6. 

2 _ y" 4-5 
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3919. Parábolos y^—Cx. 3920. si*=Cx. 3921. y=e ° . 

3922. fx— 0 2 +»*= fl2 - 3923. p = -i- ln | C (Jf 2 ! 2 -!) |. 3924. x = y". 


3925. »2,7 — . 3927. 0.467 


km 

hora 


; 85,2 m. 


3928. # = [/£—■ 3929 - ln -¿La; 1 =-y-(2í+«í 2 )- 


3930*. Si t es el tiempo calculado a partir de la medianoche y expresado 
icial ofrece la 

n (/—12) 


en horas, la ccuacióu diferencial ofrece la siguiente forma 

dS n(l-12) e _ 160000 „ . 

~(i — 12) 32 


s Ys 


12 


- dt; de donde S ■ 


[- 


12 


ESTp- 


La función S (I) esté definida para 6 < 1 < 18. 

3932. 4y—6x—7 
2 . .. 8 


3931. x+ctg Í-JL-X.C. 


3933. x+C“2u -4--g- ln | u — 11—|-ln(u+2), donde u=/l+x+ií- 

3934. p-2x = Cx»(v+x). 3935. arctg -f = lnC Vx*+lf*. 


3936. ln|y|+—-C. 3937. *+p-Cy. 3938. y - ±z Y'¡- ln | Cx |. 

y_ _v_ 

3939. x4-C*+2Cy. 3940. e* =Cp. 3941. lo | Cx | --« *. 

X 

3942. y = xe ,+cX . 3943. (x+vJí-Cx 3 » *+•'. 

v v 

3944. = 3945. /¡a+V*»** “ . 

3946. y>^y 2 -x 2 . 3947. »=-*. 3948. p 2 = 5 + 2 Y 5x. 

3949. Si u. ó ln|x|=j ; *(«)-—* »(y) = 

_ 9 (v) 

_ » 2 ±2 lL— 

= y- 3950. * = Ce ' *. 3951. x-= p ln | Cy |. 3952. x2 = 2Cy4-C 2 - 
3953*. Presenta la forma dei paraboloide de revolución. Sea el plano Oxy 
el plano meridiano do la suporíicie del espejo. La linea buscada pertencco a 
este plano. La ecuación diferencial se obtiene si igualamos los tangentes de los 
ángulos de incidencia y de reflexión expresados mediante x, y, y'. 

3954. p-=Ce' 2 *+2x—1. 3955. » = •“** (c + -y-) . 

_1_ 

3956. y = Cx 2 e * + x 2 . 3957. y^(x+C) (1 + x 2 ). 

3958. p=C*~ I +-|-(cosx+sen x). 

e mx 

3959. Si m=fz—a, se tiene --—; si m= —o, so tiene ¿r = 

m-j-a 

*=(C+x)e™* 
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3960. y 2 -2x = Cy’. 3961. * =. Ce*!/+-! pl + -Ly + i-. 

3962. X^u In»+-J. 3963. y=<* (ln | i |+4“) + Ce*. 

3964. »=-Cí- ,Wl> +«!>(*)—1. 3965. y = —. 

i IOS X 

3966. ya 3967. y = —(x—i + ln |x|). 

3968. x» — (arctgt. 3969. b) o+p=l. 3971. u^Cx— xln|x| —2. 
3972*. y = Cx ±-|— . La ecuación diferencial del ejercicio es 
|xy—xVI“«*- 

3973*. x^Cy ±-~. La ecuación diferencial del ejercicio es 

3974 . 

3975. i>a(ro + 6)í"°' , + *(al I —1), donde & = ~^T~ ■ 

I 

3970 . 6— 00 = *-*“ | tp (t) di. 3977 . 9,03 a. 

0 

Rl 

3978. /= fl2 ^.|^ 2 . [ule L + fi sen ul—uicosen). 

arete i , 

3979. «Ct *. 3980. y = Cx*+-Í-. 

3981. y = £- Y*+l + - (< . 3982. y*=Cx—1. 

3983. (l + **)<l+y3)=C**. 3984. (x+yP(2i+y) 5 =C'. 

X* 

3985. x=Cc 3986. sen-Í--Ci. 

X 

3987. son-|-+ln|*|*6'. 3988. #-Cí""+í'-1. 

3989. y (y — 2x) 3 — C (y—*) 2 . 3990. y = Ce K " 1 '—2(l + acn y). 

3991. x*y 2 (l + C* V ). 3992. y^Ce - *"* + senx-1. 

•3993. y = (C'+ e x ) (1+x) n . 3994. y*=4ry + C. 

3995. yaC-e» e y=C4-y, 

3996*. y a =~~ sen x+ — ^ - ■ Reducir a la ecuación lineal respecto 
o j = y 2 . 
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3997. arctg (x+y)=z+C. 3999. arctgIn(* s +í*)=-2-+1d2- 

4000. = j/i±Í.[2+*/r^3+arc«oiix]. 

4001. (( + i/ ) < -a-| n ±t£l + l-x. 4002. y—|- «**—|-(2 +í»). 


4004. y=-^(í**+ c + e -<* x+c >). 4005. x*+yí=Cx. 

4006. (y - x)= (x + 2u) = 1. 4007. Parábolas y =* x -f Cx>. 

4008. (2.a 1 - x») J = Cx’. 4009. Catenaria. 4010. y =. Cx 2 . 

4011*. Ha? de rectas y — p„ = C (x — x,). La ecuación diferencial os 
y — 'Jo — y' (a — x«). 

4012. Circunferencia cuyo centro se halla en ol punto (x„, !/„)'• x* + y® = 

— 2 (xin + yy.). 

4013. Cualquier circunferencia cuyo centro so halle eti el eje Oy y que toque 
el eje Ox. 

4014. Si el trayecto es S y el tiempo /, se tiene S = S 0 +Cn~ k2 ' — 

— ^¡- t-f fi, donde 5„ es el trayecto inicial, y i| y *. son coeficientes 
de proporcionalidad. 

4016. f) -2- vueltas por segundo; 2) al cabo de 6 mln 18 s. 4017. 0,00082 s. 


4018*. (l-^f 1 Y . 

La fuorzo efectiva F es igual a d ' n ^ v ' . para resolver el problema do este ejercicio 

y los dos siguientos es necesario tener en cuenta que la masa m es uua magnitud 
variablo que dependo del tiompo t. La velocidad u os la función buscada. 

fe 2 v 

4019*. {M,¡—na) [ ( [ ~ ~^~ ¿ ) ” —Véase la indicación 

al ejercicio 4018. 

1 

4020*. f = — e 4 "* 2 3 í donde |i =á/„ — mt, 4, = X 

(i .1 m 

0 

3 / ~ü^T~ 

X y jp . Véase la indicación al ejercicio 4018. 

4021*. y =. m 0 +-r-2i—-(* a e"' ll< —donde t es el tiempo, y es la 

ATj— 

cantidad del sogundo producto. Si x es la cantidad del primer producto for¬ 
mado al cabo de t unidades del tiompo, so tíeno -^- = 4, (mo—x). De donde 

hallamos x «= x (<). La volocidad de la formación del segundo producto 

ai 

es proporcional a la magnitud x— ij. 

4022. 2,97 kg de la sal. El máximo se obtieno paro t = 33 -i >aln y es igual 
a 3,68 kg. ■ ■ . 
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4023. / = l+(/ 0 -l)e- ,a . 4024*. p* 


■, donde k- 


Tiene importancia práctica el caso en que o os muy grande (ei caso do una cen¬ 
trifuga). En vez de calcular la intozral en el denominador siendo dada <s (no 
puede sor expresada en (unciones elementales) calculan lim p (véase el ejor- 

n <o-*oo 

«icio 2439). La ecuación diferencial del problema presenta la iorma 
S áp = O) 5 z dm, 

donde dm os la masa del elemento CD. Luego, y = Zkn (uno do las formas de la 
ley de Boylo—Mariotto; ol codicíente do proporcionalidad viono designado por 
2 k para simplificar la notación más abajo): dm = yS di = ’lkpS dx. Como re¬ 
sultado obtenemos la ecuación con variables separadlos 
dp_ 

= 2 liiú-xdx. Efectuando su Integración, obtenemos pcCi**'* 1 , Luogo, M 


oí I 

¡ j dm= C-2kT- J e‘" ú ' x ~dx. de donde se baila C. Tenemos: 


Me 1 "* 1 * 2 

P“ -;- 

2 kS [ e katxi dx 

o 

y, definitivamente. 


, pero 7 „=2^=-^- , *=- 


4025. (i+y-l)3=C(í—y+3). 4020. xí-xy+yí+x-y^C. 

¡ -*2 arctg|±| 

4027. y—2y-H» | x-fy | = C. 4028. « *~ 3 = C (y+2). 

r - — 

4029. yü=í-|-(x-l-l)ln—|-j.. 4030. yV *=C. ' 

4031. y = -j tgln |Cx|. 4032. x*y*+l = Cy. 4033. 

4034. (1 -f Cx) «V = i. 4035. y* + 2x*y* +2y* = C. 

4030. x* + y* = C (y - 1)'J 4037. y - x tg <x -/h C). 


8 - ■i~c*** , +**+¿. 


4039. y«- 


ln 11 + j I) ' 


4040. ny" = Ce “ + nx-o. 4041. x* = y*(C—#*). 

4042. y(i + lnx-f Cx)=l. 4043. y(x + C)-sccx. 

4044. - C + ln J^ - - jl +t gx) 2 . 4045; ysc ~ in* | Cx |. 

-2 o 

4046. y2 = C« 1 4047. y = -2i±L 

a z-j-C 
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«■ „ i+i-.; S >-■ *=*-<*&■ 

4050. x*-x 2 y 2 +y 4 = C. 4051. x+arctg-j =C. 

4052. «I i — yZ = C. 4053. zV = C. 4054. Y í 2 + Í 2 + -j = C. 

4055. tg(iy) —cosí—c09y=C. 

4056. j/(i- + y-)*+x—jy- = C. 

4057. sen— — cosí -|-z— —-C. 

x y T y 

4058. x— — ^C. El factor integrante es (*(*)— 

4059*. i 2 + —=C. Buscar ol factor integrante en forma de la función 

Mí)- 

4060. (x 2 + sét)e*=.C. 4061. .£. + ~ C. 

-(n-t)f «1)4* 

4062. (zseny + ycosy—seny)e« = C. 4064. n=jr"e 
4065. La expresión — debe ser la función de (z + y). 

y"-_ Y'y 

406G. La ex presión- -—‘-£- dobe ser 1 h fuoción de zy. 

xa yi 

(m - 1 ) 6 x 




4067. abx+b-y+a+bc~Ct>>x. 4068 

4069. x»+2xy—y*—4x + 8y = C. 

4070. + ln I *+» i + 3 ln i y—* I = c - 

4071. i + p = atg (c+-j) . 4072. y 2 —3*»«=C. 

4073 x'—y*=*CY' 4074. 3i J y+ xV = C. 

4075. ¡/(i« + -i y a )=>Ce-*. 4076. ln|l + p|- '~ = C. 

4077. » 2 —1 + Cip = 0. 4078. -££—+ In I — |=C. 

*—y I y | 

4079. 3 /í = cyi»- 1 + x 2 —i. 4080. y=senx+Ccosx. 

4081. y=. ■ 2e * - -r. 4082. tg i 

C+e^cosx+sonx) ^ senz 


4083. xe *=C. 4084. xycos-j = C. 4085. sen¡t=x—1 + C«r*. 

_ x*+v* * 

4086. ¡,=.*££±*15. 4087. ln|C*l=-í~ x . 4088. x-f¡,. v =C; 
C ~r* sen z 
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4089. p=i1d|C*|. 4090. y ! —fcy —oxy=C. ( 

4091. La circunferencia **+ y* — (<rx+¡>y) = C(k =e — 1) o la eircuú- 

íeren C ia*>+»*—-1 ó 4 = 1, es la recta 

ax + by = C. 

4092. Las espirales lagaritmicas 

_ “* iaretgí i*^, 

yV-fy* = Ce 

4093*. y‘~ *- ^ • I-a ecuación diferencial del ejercicio es.y*«x (x—y/)* 

4094. J = y. 

4095. F.l vector ilel campo en cada punto es perpendicular al radio polar 

del punto. Los curvas integrales es una lamilla do circunferencias concéntricas 
cuyo centro so halla en el origen do coordenadas. La ecuación de la familia es 
j,a _|_ = c Las ¡sócllnas son una familia de rectas que pasan por el origen do 

coordenadas. 

4096. 1) y' = /(x-y): 2) y - -/(-£■); 3) y'= /(*’+F 2 )- 

4097. Las rectas y * Cx. El resultado puede ser presentado en forma del 
teorema geométrico siguiente: si crujamos una familia de paré liólas que tienen 
un eje común y un vórtice común, por una recta que paso por el vértice, las tan¬ 
gentes a diferentes parábolas en los puntos do su intersección con In recta, son 
paralelas entre sí. 

4009. y'» a: ‘.~'- +C; y'«ay + óx + C. 

4103. Para Ai- = 0,05 y » 0,31. 4104. Para Ax “ 0.05 y w 1,08. 

x> 

4105. La solución uxoria es y = e ‘ = / (x): / (Ü, 9) =• 1,2244. La solu¬ 
ción aproximada es / (0. 9) *= 1.1942. F.l er ror relativo es igual n 

4106. Para la solución exacta x = 3 (c — 1) * 1,727; dividiendo ol 

intervalo en 4 partes y efectuando la integración numérica obtenemos x a 1,72. 

4107. y2 = l+x+-|x*+jx s +-ilx« + i * I +-j7-r a +-¿-- r ’- 


4108. —1,28. 4109. y = 1 +*+**+2** d-ip x*-f ... 

,3 tí tS 

4110. y-i-x+— - 2 -+-J- + ... 

din. *=4^-7^^- 7.'ií-.gr , “—• 

4 3 

4112. y=l + 2x-x í +- 5 -x s —yx*+ -. 

x* 2x s . llx* , 

4113. y=0. 4114. y=x-|—j—|— j- -t--.,. 3 . 4 + ••• 

i* x 3 x 6 

4ii5. y---gi—31—ir—• 
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. 4,16. ,= 1 + (l - 1) _Í£^ + 2^ +iif ^_^- 12i+ _ 

41,7. y = Cx + C 2 ; lé integral singular es x 2 + 4y = (h_ 

4,18. y => Cx — 3C 3 ; la integral singular es 9y + 2z]/~x — 0. 

4119. y*=CxH —jr ; la integral singular es y 2 = 4 z. 

4,20. x=Cx+ yi+C 2 ; la integral singular es x*+y 2 =>l. 

4121. y = Cx+scnC; la solución singular es y = x (ji — árceos z) +- 

+ ■> 

4122. x*=Cx—lnC; la solución singular es y=lnx-fl. 

4123. y = (j/x+1 +C)*; la solución singular es y = 0. 

4124. y=C&-\ —i- ; la intogral singular es y 2 —4x 2 =0. 

4,25. 2 Cx = C 2 — y 1 : la integral singular no existe. 

4126. x = Ce-P + 2 (1 — p), y — z (i + p) p 2 ; la integral singular 

no existe. 

4127. y = Cx — « c ; la solución singular es y ** z (ln * — 1). 

4128. y — Cx + C + C 2 ; la solución singular es y — — (x -t- ,)*. 

4129. y = Cx+a y' 1 — C* ; la integral singular es \f y 3 — l/x 3 =]/"a 3 . 

4130. (C — x) y = C 2 ; la soluéióii singular es y = 4x. 

4131. y 2 — 4e* = 0. 4132. xb-'l. 

4133. 2 y - 0. ' 

4135. I.a hipérbola equilátera 2xy «■ +a 2 , donde a 2 es ei área del triángulo; 
ln solución trivial es cualquier recta do la familia y — ± x + aC. 

4136. (y — x — 2a) 2 = 8ax. 4137. Elipses o hipérbolas. 


4138. 


Ce 




(1 + P*) 


Ce 


1 

T¡* 


—c V~i¡ 

4139. yí_Cx* T + ^l-. 


6 (f*+» C . 

VpVWTW' 


4140*. | 


y «- cosa (c+ysentaj 
x = sena ^a—C—sen 2 aJ 


En la ecuación diferencial obtenida poner -^-=tga, luego, expresar x 
mediante y y el parámetro a, hallar dx, sustituir dx .por • y resolver 

la ecuación deferencial usí obtenida, considerando y como función de a. 

4141. S — al 2 , donde a es cierta constante definida. 

X 

4142. x 2 + y 2 = 2a= = ln | Cx |. 4143. y = Ce~ 


4144. y 


=V(. 


;x= + y 2 ). 4145. (x* + y 2 ) 2 = C (¡r + 2X 2 ). 
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4146. Si el parámetro de las parábolas es igual a 2p y la recta os considerada, 
como el eje de ordenadas, las ecuaciones de las trayectorias son: 


■ C+ f 



4147. Tractrices. 

4148. Marcando el ángulo a en una de las dos posibles direcciones obtenérnos¬ 
la ecuación do la familia 


**-^<*•+1 ft-C. 

4149. Marcando el ángulo a en una de las dos posibles direcciones obtene¬ 
mos lo ecuación do la familia 


1 n (2 x-+xy + »*) + -^=- a re tg 


7W C ' 


4150* . So puedo admitir, por ejemplo, que el viento pasa a lo largo dol eje 
Ox. Las línoas de la propagación del sonido por el plano Qxy son trayectoria» 
ortogonales de la familia do circunferencias (x — ai)* -f y 2 s= (i' 0 l) 2 , donde r 
es ol tiempo transcurrido después de salir la onda sonora do la fuente, y u c es lo 
volocidnd del sonido en el aire inmóvil. 

Tara cualquier t fijada la ecuación diferencial do las trayectorias buscadas 

es y' — x ^_ nt junto con la ecuación de la familia de circunferencias. 

Excluyondo t obtenemos cierta ecuacióu do Lagrangc. Su solución general e» 

1 

X-C(COS<P + *) (tg-f-) 6 , 

, 1 
g-Csen»(tg-|.) , 


donde b =■ + , q es el parámetro. 

4151. «saCseat-t-A (cosi+I sen I), y= — C eos í+i? (son í —t eos <)- 

4152. x=-£-£■- \-ait— Ihl). y—Cth t-j— 

4153. i=-a(cost-i-ísení)—cosí . 

y«>o (sen t+icosí) —sen i — 1 -C.J 


4154. i —Csoní + 2tg(, y = tg2/—CcosI—2. 

4155. « — ^ -seui + C|X + C,. 

4156. y = -2I^(xt_ ) )-¿ln(l + x4) + C l x + í',. 

4157. y = ^p [ln x —•j-J + C.I+Cj. 

4158. y=6’,x2+C,. 
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41 59. y*=Cie x + C, — r—~. 4160. y = y x 3 + C i x- + C¡. 

4161. »=(H-C!)ln|*+C,|-C.* + C t . 

4162. y = (C,x-C1)' W+ ' + C s . 4163. y = ¿- (y+C,) J +C,. 


4166. 


4164. j = 1 =7 í -/(C,i-l) 3 +C a . 

»“—■!■••"**+<?« (y - ~t~) +c, ‘ 

4166. (x+C.)*~4C, (y-C,). 

i. *_ _ x. 

4167. y = C,(x+C,) 3 . 4 168. y= C,* a + C t '~ ’ ■ 

4169. *-■y(» T -2C,)K » T +C, + C t . 4170. y- . 

4171. (* + Cj)» - y 8 - C y . 4172. y = C,«i c >*. 

4173. y eos* (x + C,) ■= C,. 4174. (* + C,) lu y = * + C,. 

4175. SI lo constante arbitrario introducida por la primera Intogracióu, 
es positlva (+Cf), so tiene y~C, tg(C,x+C,); si es negativa (-Cf). so tiene 

. , 2(Cix+Cj) 

*-C, ;^ c ,, +c „ --C,cth(C,x+C,); 


si C, = 0 , se tiene y — — - 


1 + 6 , • 

4176. x —C| + cu8 6', la I Ig y ~ r ¿ Li |. 4177. C t x+C s =lnJ 


y -l 6-, 


4178. . f±£ a - -C, arctg (C, Iny). C,>0. 

¿ 

4179. )n|C,y|-21g(2x+C , J ). 

1 


4180. y=ln|x2 + C,| + 




In 


r- /-6i 

r+V^-t', 


4-6’j. s» C i <¡0, 


c y = )n|x*+Cil4—7~=F aret 8 ~~ / =~ + c s- si c i> 0 -’ 

V Cl + ti 

4181*. Después do efectuar la sustitución y' = p la ecuación se divido en 
dos una do los cuales pertenece al tipo de Clairaut. Su solución general es y = 
— C, + C t e c,x , y las soluciones singulares son 
4 


C—x 


. La otra ecuación 03 y' =0. 


4182. y=C,x(x—Ci)+C,. y las soluciones singulares son y = +-+C. 


4183. y2-C,x*+C,. 4184. x = ln — 


C,-x 


-Ci 


4185. y = |/yX»+C,*+C,. 4186. y = C,x+-^-. 
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4187. y=C i«*. 4188. ln | y+C, |+£-¡^-=*-t-C 2 . 

4189. i/ = j343r + l. 4190. y = 2+ln-^. 

4191. 4192. r-j^jr. 

4193. y—x— 2 In | {/1. 4194. y=v'2x—z 2 . 

4195. tf-Vl + í». 4196. y=—la] 1—*|¡ 4197. 

4 *» 

4198*. y^x. Efectuar la sustitución yrsux. 4199. y = 2e ¿ —1. 


4200*. La ecuación difereDcial de la línea es dx = 


V" w.y) r -i 


domlo k es el coeliciento de proporcionalidad. Si 4=1. se liona y = 
t= ' , 2 ¿ ; le C|)>f ' C: ‘ + e* lClJ>l ' Ca> ] = ‘*‘ M una catenaria. Si *= — 1, 

se tiene (*+C t ) 2 -|-y2 = Cf; os ana circunferencia. Si 2, se tieno(i+C 2 ) 2 = 
= 4C(y — C|): es una parábola. SI *= —2, se tiuno dx= ^— 


ecuación diferencial de la cicloide. 

4201. r“-C 3 sec (4+ C >)- 4202. Cx =.»**-«. 

4203. Catenaria. 4204. v - |/~4205. Parábola. 

4206. *--£[/ (f- *+<?)*-/*]. 

4207*. Que el eje de abscisas oslé dirigido vertirá luiente hacia abajo, el 
origen do coordenadas esté a la superficie del liquido, lo ecuación del rayo, 

y—/( x). A la profundidad x tenemos f' 1 a ,n + ' ? " ¡ > d on( ¡ 0 m os 0 i ¡ndice 

sen (ct-j- da) m 

de refracción a la profundidad z, a es el ángulo formado ontro la vertical y la tan¬ 
gente al rayo do luz. Es evidente que tg a es igual a y'. Después da abrir los pa¬ 
réntesis on la ecuación m son « = (« + dm) (sen a eos do. + eos o sen da) y 
suprimir las Infinitesimales de orden superior a uno, obtenemos: mda ■= 

= — dm tg a, de donde — y . (f+y-z } ■ Efectuando la integración do esta 
ecuación hallamos ’/ como función de m. Sustituyendo m por su expresión'me- 
diante x e integrando la sogunda vez, obtenemos la solución: 

y= ln I m-f \í m 2 —mJsenZctol -)-C, 


donde m= 

4208. y = z 2 ln \f*+ C¡x*+ Cyx+Cy 
l/z 29-0176 
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4209. — s -soq2z+Ciz 2 -í-C2x4-C5. 

O 

•ax 

4210. y -= - fll0 P t (P a es el poliuomio de noveno grado respecto a icón 


coeficientes arbitrarios). 

4211. y x 

C,? + C,** + Cjx 1 + C,z + C t . 
3 


C, =j-+C 2 Z+C,-Cl (i+C,) in | x+C, |. 


4212. y< 

4213. y=^-(C l -2x)~-¡ r C t z+C l . 

4214. i = C,y * 4- C,y + C,. 


ezie. i = c,p--t--r c,. , . . 

4215. La3 soluciones son susceptibles de ser presentadas de tres maneras: 
y »* C¡ sen (Cj* 4- Cj) 6 y ~ C¡ sh (C.x + C s ) ó y “ C, ch (C¡z + Csl- 

4216. (x+C 2 )í+(y + C,)* = C?. 

4217. v = C, + 

4219. 2) p=l + x+4+^Í + ^l + i|íi + .... 


«o- p=i-i^Í-^+^ + ... 


4221. ,^-n+JS^L+JS^ 


(x-l)‘ 4 fx —l) 5 


2! ■■ 3! 41 

4222. j = l+x+4-+ TT + TT +••• S ¡ /<*)« 


Ti 

i* 


+ ... 


:i+x +ir + -W' 


31 " r 41 _l 51 

para x= — 0,5, resulta una serie numérica alternante y el valor de los pri¬ 
meros términos suprimidos es menor que 0 , 001 . 

4223. »-i—fr+ir-ir+Tr—%-+— 5 de quiQt0 orden - 


4224. 


»-=' ! -¥ i 5+ ¥ 1 '-4® i " + '” ; 0l3,8; 0l8e95 ‘- 


4225*. La ecuación diferencial del problema es £ = £ 


-diT 


+-3T * 

X donde Q es la cantidad de electricidad que pasó por el circuito 

«1 

por el espacio de tiempo desde el comienzo del experimento hasta el mo¬ 
mento f. Después de oxpresar Q mediante V (V ea la cantidad disponible dol agua 
en el bailo on el momento l) y de determinar los coeficionlos partiendo de 
los datos del problema, llegamos a la ecuación V* + aVV' + 0 = 0, donde 
a rr J— = 0,005, b ■=■ — =» 0,00935. Dadas las aiguientes condiciones V, = 

= 1000 era’, Vi » —fc/ 0 = —0,00187 cm‘ls, efectuamos la integración do 1a 
ecuación y oblonomos la serio V ■= 1000 — 0,001871 — 10"’ 12,91 í® — 

~ 3,641* + 3,841* — 3,04l* + 2,17l 7 que es alternante y cuyos coefi¬ 

cientes decrecon tendiendo a cero, lo cual os muy cómodo pora ofcctuar los cál- 

4226*. La ecuación diferencial del ejercicio presenta la forma 

j« o . y k, 

dfi ^ dt Mo—kQ t , ' 
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Tomando como (unción buscada la cantidad y de cloruro de hidrógeno no des¬ 
compuesta pora el momento r, reducimos la ecuación a la forma yy" + ay + 
■f by = 0, donde a = = 50, 6 = ^=0,0191. Dadas las condiciones 

iniciales y„ = A/ 0 = 10; y' Q = -i/, = -0,00381, efectuamos la integración 
do esta ecuación y obtenemos la sene 

y = 10 — 0,00381t -f 10- w t» (1,21 — l,52t 4- . . •)• 

4227. I a y’ — 6 xy' + 12y = 0. 

4228. xy" - (2x + 1) y' + (* + 1) y = 0: 

4229. (r> — 3* 3 + 3x) y- — (x 3 — 3x + 3) y * — 3r (1 — *) y' + 

+ 3 (1 — x) y = 0. 

4230. y = 3* 3 - 2z>. 

4231. a) =£ coust; b) y'sen2x—2y'cos2x = 0. 

4232*. 3) De acuordo con la fórmula de Ostrogradsbi 

I Vi »l| - 

K Pil 

o, abriendo el determiuanto de YVronabl (wronskinno): y ( yí—y;y« = C« 

Después de dividir los dos miembros de la ecuación por y{, obtenemos 

— /J£í-\ =-^5- de donde so halla la relación buscada. 

dx \ y, ) yj 

4233. y = C,xln ||Í||-2C,+C,r. 

4234. y=C, - + C. . 4235. y=x 3 -<*-<. 

4236*. Las fundones P y Q deben estar unidasjpor la relación Q’ + 2P-9 — 
= 0. Poner y, = — en la fórmula del ejercicio 4232 (que se deduce de la fór¬ 
mula de OstrogroJski), derivar dos veces la relación asi obtenida, y poner y¡. 

yj en la ecuación dada. _ 

4237*. y—C, (4r> — 3x) + C 2 \f 1 — x 3 (4a 3 — 1). De acuerdo con la 
condición ponemos y¡ = Ax* 4- Z?x 2 -f - Cx + D. Poniendo yi en la ecuación 

dada obtenemos B = 0, D = 0, A/C = , ó A = 44, C ¡= —3*. De ahf, la 

solución particular es y, = k (4x* — 3x). En conformidad con la propiedad de la 
ecuación lineal se puede admitir que k = 1, entonces se tiene y, = 4a 3 — 8*. 
Sabiendo una solución particular y aplicando el procedimiento ordinario, halla¬ 
mos la segunda solución y formamos la solución general. 

4238. y = C| sen x + Cj £ 1 —son x ln | tg (-^-+f-) ¡]. 

4239. y^CiX+CtX «40. y = C,x + C, (x*-1). 

4241. y = C,x + Cjx 4 + Cgf. 4242. y = x 3 + * (C, + C» ln ) x |). 

4243. y = C 2 t* + C** — *» — 1. 4244. y — C.x 3 + C, (i+i)- x. 

4245. y = 2+3x+x (4|~t-2 arctgx)+x*. 


29* 
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4246. »—2+2«-**+x—T+TST 


+ *£_ 

2*5 

, 2*« 2z 7 

, 62*5 

+ "4i 

51 

~6i- W 

+ “8Í-•” 

L+r^ 

h i£i 


. Í2n —1)*=»*2 

M- 4! 

h 6! 

T 8| +••■ 

<2«+2)l 


4249. p- Cl ( 1+ 4 + 4 + ^+4 + ...) + 

+ C, (*+4+-T2- + W+...)- 

42.50. ,-C l (l+* + ...)+C t ('-*.+%+...). 



4251. p = C,e*+C s «-2*. 4252. y-=C,e»*-t-íV**. 

4253. y-C,«t*+C t . 4254. y=-C,«<« +Ví>* +Cl ,<l-VS» 

4255. yssCV^+CaS 3 . 4256. y =C ( cost+C, sen*. 
4257. y=e~ 3x (C'| eos2i+Cj sen 2*). 

425«. y-e* (c,eos j+C* sen-i) . 

4259. y = e*(C, + Cií). 4260. x=(C, + C t í) «*,«. 

4261. y = (C, + C*r)e 4262. y = 4e* + 2e 3 *. 


X 

4263. y = 3«- 2 *son5r. 4264. y=. t ” 1 (2 + z). 

4265. y=(l+() — m)i] «"•*. 4206. y — cos3x—y sen z. 


4267. Si *>0, so tieno y-=-^=-sen(V^*(.r—* 0 )] +yo eos X 

X |/I(*-*»)); Si *<0, so tiene y=- 7 =- (fy 0 V’*í+ a ) e 1 ^**-*» 4 - 

21 /ir, 

+ (»»V r ¡C-<«)«*V'*I(x-«.)j f ,¡ on< | c 

X 

4268. ytaCie'x+Cjf 2 +«*. 4269. y =C, eos ax+C, sen ax +—. 

4270. 'j^C lC >* + C t <* + ^ aT + lMSX . 

4271. y=e-x (Ci eos 2z+ C-¡ sen 2x) —~ eos 2x—2 son 2x. 

4272. y-(C,+C,*) ^+J^+-§f 


4273. y=«*(C,cos*+C,sen*)-h*+l. 

4274. y = C',e*^-C 2 e-5*—0,2. 

4275. y = Cte x +C í e 1 *-\-y, donde y es igual a 1) 4-e-*; 

O 
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2) 3«2*; 3) ycos*+-i-scni; 4) **+|- x ! +4r*—-y; 

5) -yí*[cos|.+2sen |.]; 6)4-*+|—’) **(2*»+*>; 

8) |-i+i-(9+3cos2i-sen2i); 9) -2™*—¡y*'**; 

10) ^cosx-^senx+^eosSx+J^senSx; 11)—y»*- 

“ T* x m ~ 13 7 

4276. y»Ci+Caí 1 +y, dondo 5 es igual a: 1) + 

2) y**; 3) 5 sen x —2 eos x; 4/ x+^seu 2x—-y- cOs2x; 

5) cos2,5j-¡-seu2,5x—0,02 xí“ s . 5 *; 


*> (“ 5l —si) C0#I -( 2x — 


7) <r*l(10x+18)scnx— (20x+l)eosx); 8) -jy(y ci —« ' ). 

4277. U=‘¿ tx iC¡+C i x)+'b, dondo y es igual a: 1) ■— ; 2) y e~ x ~, 

3) |iW>; 4) l C 0s2í+yx+l; 

5) (-^-scn3x+6cos3r)— -j¡y (3scnx+4cosx); 

6) ^ (3 sen X-H eos x) + ^ (5 sen 3x—12 eos 3x); 

7) 2x s +4x+3 + 4x 2 f 2x +cos2r; 8) i- (*»«**—y <r“) ; 

9) y (e 1 --|e-*) + ^-(3se"x+4eosx ): 10) 

4278. p=C|Cosx+Cjsenx + y, donde y os igual a: 1) 2X 3 —13x+2; 

2) eos3x; 3) yxsenx; 4) — y xcosí—«-*; 5) y (xsenx—y eos3x) ; 
6) 9+4cos2x—0,2cos4x; 7) 0.5ohx; 8) 0,5 + Ü.l cli 2r. 

4279. p=-í 3 (C|COSyx + C 2 sen yxj+p. donde y 08 igual a: 



_3 

5) — -jr xe 5 * eos -Í-x ;6) 0 ,5e 2 *+l .3. 

o 5 
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4280. y = 2 + CiCQs x-\- C 2 sen x-}-cos x ln | tg-|- J. 

4281. y=«*(C, + C 2 x-lnl/;5+7+xarctgx). 

4282. 1) B = e*(i+C,)-(e*+l)ln(^+i)+Cj; 

2) y - y •* I aresen c*+e* V !—«**+C,) + y V'ü-c*») 3 +C,; 


3) y-=*C\t x —coar x +Cj. 

4283. y = (l+x)e” 2 + 2*’ 2 *. 

4284. x = c* (0,16 eos 3x + 0,28 sen 3x) + x* + 2.2x + 0,84. 

4285. y = e* -f x*. 4286. y = f* («•* — x* — x + 1). 


4287. y=ySon¿x — y 


son 2 x—sen x—eos x. 


4288*. Efectuar dos veces la dorivacíón de las expresiones indicadas para y; 
en la ecuación introducir y, y' o y". En los tres casos se obtiene una Identidad. 

4289. y = x» (<?, + Cjx 4 ). 


4290. ¡f = y + C|Cosln|x|+C 2 senln|x|. 

4291. y = x|C, + C, ln | » | + In* | x |). 

4292. y » x In 1 x 1 -1- C,! -fr- Cjx* + x*. 

4293. Si •^-><o 2 , so tiene y=C, eosil + Cjsen ArtH—cus (u(+ 

J-^£Í, donde 4*=.—-a 3 . Si —<o*, se tiene y=.C,e**+Cse“— 

4 4 fftct ma 

-eos<al — yy donde k 2 = w 2 —. 4294. »=.y (4e*+c"*'). 

4295. i = (10 eos (0,2451) + 8,10 sen (0,2450); * » 7,07 em. 

4296. , J= ^/^ l, "‘| n f+//(2f —0 . 

4297. s = c-».« s < (2 eos (156,61) + 0,00313 son (156,61)]. 

4208*. k = 33 = 33 ¿ 'I ; 1 = 0,38 s; la altura de la parte 

3 cm S cm r 

sumergida del zoquete de madera es x = 5 (3 4- eos 18,1601. Formando la 
ecuación considerar y =■ 1000 cmls 1 . 

4299*. r => y (c“* + e _ “'). Todo ocurre do tal modo como si el tubo fuese 

inmóvil, pero sobre el globo actúa la fuerza igual a me)*r (r es la distancia quo 
media entre el eje de revolución y el globo). _ 

4300. Si se tiene ' = | m| o 2 cos 

Si ft=c meo 2 , se tiene r = a 0 + 

Si k < meo 2 , se tieuo r= [^«ko 2 ch ^ t j/*to 2 —^ j —fc J . 
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4301. y — C\ eos 3x -1- C t son 3x •+■ C 3 . 

4302. y = C.e 2 ’ ■+■ C.e- 5 * + Cyr 1 * -j- C,*- 3 *. 

4303. y = (C, + C 2 x) «>* + (C, + C.x) e -«. 

4304. y = C,e>* + C + C, eos 2x + C, son 2x. 

4305. u = C,«-* + C,*- 3 * + C s í**. 

4306. y = C,t* + Cjie* + C^e*. 

4307. ¡/ = C, + Ctx + C¿~* + C,xe-*. 

4308. y = C,e* + ÍV-* + Cx¡¡-> + C,*"-* + . . . + C„- 1 * + C„. 

x x 

4309. ¡^^(c.cos-^+Cjsen-^+e ' 2 ( CjCOS ^_ + c 4 sen j , 

4310. ^(C.+Cjí + CjxíJcos ^+(C 4 +C s x+C«x 2 ):son | + C 7 x+C a . 

4311. y - «-» (C, + C¿t+ C*s* + . . . + C„x"->). 

4312. y ■= 1 + eos x. 

4313. y =“ e* 4* eos x — 2. 

4314. ), = (Ci + C*i) e* + <V** — x - 4. 

4315. y~ (C¡ + C,x) t* + Cyt-** + (x 3 + x - 1) «-*. 

4316. y «■ (C, + C» 3 ) c °5 2x + (Cj + C,x) son 2x -f- i eos x. 

4317. y — (C, + Cjx) eos ax-f (Cj+C 4 x) son ax— 1 ™'°°* . 


4318. í = x'- y x>+ C t x* + Ctx+C,+C t eos x + C } sen x. 

4319. ¡/sCie^+Cje^+CsSenx+Ct eosx+í—e*—j-xsonx. 

O 4 

4320. y 

4321. y 

4322. y 

4323. y 

4324. 1. I 


4324.2. 


4324.4. 


«* (C, + C,x ■+• x*) e* -f (C 1 + C t x + X a ) c-* + seo x + eos x. 

= 4 - 3e-* 4- «-«*. 

= **+x>. 

= x (C, + C a ln l x | + C,ln* | x |). 
x = e-“ (C, eos 1 + C, son í), 
y - 1(C, + Ci) eos / + (C, - C.) sen <]. 

f x-C^+Cje»», , x=e‘{C, eos 31 4 -C a sen 3l), 

\ „= —C,í' + 3C>»'. 43Z4 " 3, \ y=r'(C, son 3!-C, eos 31). 

{ x = C|-4-3C a e 2, f 
y = -2 Cjett + Cje-', 
í = C, + 6V='—2C 3 e-'. 


{'i 


4324.6. 


4324.7. 


»=-C,«' + 3C^'. 

x = C,í< + C,«2> + C 3 í-'. 

C,e'-3Cs«-', 

C,í'+C,íW— 5Cje-'. 
x = C,e'+C^2'+Cje4'. 

y = í7 1 e<-2Cje 2 l + C a ei', 

s= -C,e*—3C**+3Cti». 
x=C ,« 2 <+e 3í (C¡ eos (+ C 3 sen t), 
y = c 31 ((Cj+Cj) eos i+{Ca—Cj) son <], 
s = C,e 2 ' + c 3 ‘ [(2C a —C 3 ) eos í+(C 8 +2C 3 ) son [|. 
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4325. 


■c 


x — -f- + / sh /, 

C^i-Cse-* 4* sh t -H ch t. 


4327. 


4328. 


t «“Ciit; 

• j «»*—y**—c». 


T^'“ c >'- , '+-ar‘'+-nr^'- 


y=- 


lu 


VC X + Z* 

- cT 


|x+/ií+6-, 

¡/cTF^ln j--& 


4329. 


<1 _ r . 

~- c i. 

x 2 +.V 2 +a 2 = C ; . 

y 2 -í 2 = C,; 


“i 

{ v‘— 

9 

¡re—y—*=C 2 . 

4333. | 


+ /xV +C ,| • 

f x* + l, 2 +*2 = C,if, 


4330. 


U=C 2 y. 


4332. 


•c: 

x=C,e'-j- C 2 e - ' + C 3 cas í 4-C 4 sen f, 
jí=C,e' + C’ 2 e- í —C 3 cosí—C 4 sen í. 


x = C,e-' + í' 2 c-3í, 
y=C % e-‘ + 3C 2 e~ 21 +eos í. 


4334 


I 

4335. | 


x = C 1 +C 2 H-C 3 ¡2--l5+ í í. 

»"=C 1 -(C I H-2<7 3 )l-i (C.-l)í2-lc 3 /’+ii -e<- 


4337. 


4338. 


i+y-fí = Ci; 

xs +y s+ 3 2 = c 2 . 
I 

x = T . 

I 

Í--T. 


{ x»x — y: 

»(y— 


p(y-2x)»-(x-!í)2. 


'■i'-'+r'+f- 11 ' 

lí = y «"' + y « 2I —J e‘ 2 ‘. 




4340. Las lineas son y, *¡ 


2x 


c p 2 . 


nos iniciales se obtionon las hipérbolas 
3—x 2 


í 

4339. 4 ií = «r<, 

l í- 0 . 


. — C ' ~ 2 ^ . Dadas las condlcio- 


Ví' 


,3+x 2 
2x • 
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4341. »=«**. 4342. Línea plana 


f x—y+z= 0; 

1 x = 

I V^2 • 


4343. = + (<—£)]. 

1 »=4-[«' ? +íe+l,+(í 1 -ío)eoé^] í ' 

í *=.10cb2r—±cosl.¡<+2í*!, 

4344. <{ 

[ y = 10ch2/ + -^.cos 14.-2*!, 

Aquí x es el trayecto dol globo más pesado, e y, del globo más ligero. 

2 *. l 1 j- dondo 

«-/*+TT*- HÜS' 

4348*. Si T os la cantidad del veneno, se tiene -^- — aN—hNT, ■ 

di 

““N ^ "¿r”* 1 en e * momento en que JV=<M. 

•-W-Ai'.-'J.’* 


4348. 1) 0 - 00 +0.002(62-62) = 0,00008^; en 53”; 

2, 0-0o+O.OO2(02-0}),-^,.(2OOnt-sen2OOnt); en 70”. 

4349. 1) 44,5”; 2) 40,2». 




30-0I7S 


■»h 
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Para y, el error relativo es del orden 0,1%. 

4352. 0,46128; lo mismo de la fórmula de Simpson para 2n = 10. Todas 
las cifras son exactas. 

4353. „ t: .l +J+ ^. + ^ + ^. + ^. + J^i + etc; v * (0,3) « 1.543; 

/(x) = l + *+-y-+Í|í-+-^-+^ + ^i+etc; ¡ (0,3) ss 1,545. El error 
es menor quo 0,2%. 4354 . 0,808. 

4355*. 1,001624. El resultado se obtiene de la manera más rápida si la 
función buscada se busca directamente en forma de una serie de potencias. 
4356*. 1,0244. Véase la indicación al ejercicio anterior. 

4357. ¡,.= x+-2-x4+-^p+. , .,»+ 2 ' 5 ,;:i 3 ,'!,~ <) ^ 3n * l + ••• i *-0,2297. 


-TT+- ■ •* , + 2 W.)r -* I ~ ,+ - 


Al capítulo XV 

4358. son 2 '* a - -^-+ feos 34x - C\ k eos (2* « 2) x + 

+ C¡* eos (24- 4) x - ... + ( - 1 eos 2xfc 

sen 2 ** 1 ! =l^^[sen(2* + l)x-Cj* +l son(2*-l)x + 

+ c|a+i sen ( 2 *—3)x— ... +(-l)*<1*+ i *'‘*»í 

eos 2 » X =. -|fr+-^zr- feos 24*+ C' 2b eos (24-2) *+ 

+ C\ k eos (24-4) x +... +<?$* 1 eos 24J; 

eos 2 »* 1 x= lcos-(24+l) x+Cy, f |.cos (24—1)*+ 

+ ^,003(24-3)*+ ... +C5n +l cosxJ. 

4360. eos nx n =cos n x — C\ eos "-** sen*x + Cf, eos z sen* x... Como 
los exponontes dol'senrxaólo son. números [pares, eos a* es susceptible de ser 
expresado racionalmente mediante eos *.. 

4363. 1) q>=v-15. .y donde. v=0, 1,-2,—, n; 

1 n i "+ 1 

' 1 2ít 1 5 if ! 

2 ) <p=v-, donde v=l, 2, .... 


n—1 para n impar, y v = 




'Respuestas al 1 cap. XV 


■= 1 . 2 , .. 
4365* 

4371. 

4372. 

4374. 

4375. 

4376. 

4377- 

4378. 

4379. 

4381. 

4382. 

4383. 
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., B para n par,-y qi=( 2 v— 1 ) ” t , donde v=l, 2 , .... n+ 1 . 

a«- —f— —— 

. Fijarse en que | (<p) d-p=0.4366. SI. 

o 

a) 6i = 62 = 63 = ... = 0 y «1=03 = 05= ... = 0 
5) a 0 = oi = Oj= ... =0 y 6 , =63 = 65 = ... =0. 

_4_ =, sen(2n + l) j £ sen!2nx 

n ¿I 2^+i • 4J73< ¿I - 2 b ' 


í“f» n =1 

*-2 2 *); 
n -1 
eo 

2 eos (2n -f 1) x 


2 ~( 0 . ^n,. 


2 eos 1 ) . 
« Zj (2n-f-1)2 


- 0 . 

í) -y -+ 4 2 

n -1 


son ruz 


n 2 

= T• 


2) ini + 4 S ^x_ 4¡lS 

n»i mi 

y = e 1,2 

00 * 

■I 2 «-«"*) 

n—1 

n~l 

24 -— V aen (2n -M) x ' ' _26 f 1 ~xnnh n 

+ 2n+i • /,38 °- — lt + 2i —^r- co »« • 

"“O n-l 

f [ 4 +i 

n=t 

- —r (Milán 

j_ 1 L ^ l 1 J 

2 ¿i ¡2/i+1 )2 


n=o 
eín—l: r 1 


_— 1 r _1_ , V7 / eos ni n sen nx \ -] 

n LT + 2 í \T+P - r+B 2 jj- 1 ' 


30* 
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-+K* 1 -*-') 2 P-W + 

TVm 1 

_ , i nnx 
" (—1)"-> n sea —— 


[t + 2 2 <-‘> n 


, nnx nnx 

l eos —-nn sen —— 


2sen na ¡ 1 , ocosx aeo*2x, \ 

438o. —-— \u+-f3^r—5nr^r+ • • - j • 

2 son na l sen x 2 sen 2x . 3 sen 3r \ 

4386. -— 22-e2 +■ 3*—.2 -■■■)■ 


4387. sen ax = 


4388. eos ax = ‘ 


4 a r cosx cos3x , cosa* , "1 , . 

“ [-*=r+7=S- ••■]<«« i™* 

4a f 1 cos2z cos4x “1 , , . 

— [tz+-7=&-+-3í=V+ •••_!<•*“ , ”P ar >- 

4 r sen x 3 son 3x . 5 sen 5* , T , 

-- --■](•“ P ar » 

4 r2sen2i 4son4x 6sen6x 1 , . 

- T L^=F + ^ra+^rF+ ■ • • J “ im P ar >- 


shan ^ n 

- y, (— í) 1 —s-¡— ó- son nx. 

n ' ' aS^-n 2 


■ 3 r[!+*S<-»-T 35 -H 

*i—1 r n—1 

~ r 2nn _ / . 2wi \ l 

nal 

/ 2nx . 4nx Snx \ 

t . Yii cos_ r . c05- 3- ) 

=T +_ 5rV i +— 2 t" - ? • • */- 

g (cos-j- eos—- eoB-p-_ } 

2 n 2 V 1 * ^ 22 + 42 *•*•■•/• 
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., » » . 3 vi 3 2 / rm - ' nn _ \ 

4392*. /(*)—+— ^ -— (co 3 ^-sen2 n x-sen- r cos2ni) = 

n=l 

n * 3 V^3 / sen 2x sen Ax , sen Sx sen lOx , \ 

“T +- sr íí-—~+ 


9 / eos 2z eos 4i . eos &x . eos 10* . \ 

V—-*-25- 1 -42-(- 53 - 1 - ••• )• 

Valerse dol resultado del ejercicio 4368. 

4393*. 1) /(*)-! ( . . . ) ; 


a (n —a) 1 \ri 1 — eos 2ng 


2) /M .¡£S.i 2 


eos 2«z =» 


a(ji_a) 2 /sen 2 a-cos 2 x , sen 2 2 a-eos4* 
“ n n V I 2 ' 

Valerse del resultado del ejercicio 4371. 

«oa 8 v sen (2n — llar , n 2 


+ -)• 


» vi sen(¿n — 1 ) z . n* 

43S4 - T ¿I (2a-l)i - • IT’ 

n«*i 

4395. 4-^_48 c) cln*. 

n-=i 

oo 

4396*. ^ ■ w ”°4.-i)" < vóa * el «i 6 ™ 1010 ««>• 

n— 1 
oo 

4397*. -^-+ 2 sen nj (véase el ejercicio 4374). 


4 12 + Zj 




Derivar la serie y valerse de la solución en el ojercicio 4374 y también de que 


1 n 2 

-^•es-jr- (véase el ejercicio 4376). 


n 3 , n tu 2 „ , -ci z 

12+T-8 2 eos z+ 2 

n -2 




n ~ sen-j- 

valerse de la serie —= 2 —--«os nz (véase el ejercicio 4380 para 

n—l 

h — -J-) y de que 2 ”—- = ~^T ^ aBB e * e j ercic ‘ 0 é394). 
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4400. /i (x> » 27,8 + 6,5 coa x — 0,1 sen x — 3,2 eos 2x -f 0,1 son 2x ; 

/, (x) » 0,24 + 0,55 cosí + 0,25 sen i — 0,08 cos2x — 0,13 sen 2i¡ 
I, (x) a 0,12 + 1,32 eos x + 0,28 sen x — 0,Ó7 eos 2x + 0,46 sen 2x 


Al capítulo XVI 


4401. Son las'rectas paralelos al vector A {a, b, c): 

•—•o 


X —X» 


J ^ L 


4402. Son las circunlerencias cuyo centro se encuentra en el origen de coor¬ 
denadas i* + y* = W 3 . 

4403. Son las hélices cuyo paso es'igual a — situadas en los cilindros cuyos 

ejes coinciden con el eje z: x = R eos (oí + a), y = li sen (ai + a), z = 
= ht -(- z„ donde R, a y i, son constantes arbitrarias. 

4404. Son las circunferencias lormada? ñor la intersección de las esforas 
cuyo centro so halla en ol origen de coordenadas, y de los planos paralelos al 
plano hisector y — s = 0: x* y* + s* ■= R % . y — t -+• C = 0, donde R y C 
son constantes arbitrarias. 

2) Son las circunferencias formadas por la intersección do las esferas cuyo 
centro se halla en el origen de coordenadas, y de los planos que cortan en los 
ojos de coordenadas segmentos que son iguales por su valor y por su signo: x 3 + 
-f- y 4 -f- z a v» R 1 , x y + t ** C. 

3) Son las lineas do intersección do las esferas x 3 + y* + z 3 = f? 3 ’y de los 
paraboloides hiperbólicos zy Cx. 

4405. dlv A = 3, rot 4 = 0. 

4406. dlv A = 0, rot 4 = 2 f(y — z) i + (z — x) J + (x — y) fc]. 

4407. div A - 8xyz, rot 4 a- x (z 3 - y«U + y (x 3 — s ! > J + z (y* — x 3 ) le. 

4408. div A ~ 6, rot A — 0. 4409. div A — 0, rot A - 0. 

4410. div A =» 4¡, donde k es el coeficiente de proporcionalidad, r es la 

distancia que media entre el punto de aplicación de la fuorza hasta el origon de 
coordenadas, rot A — 0. 

4411. div A = 0, rot A — 0. 4412. div A = O, rot A = 0. En los puntos 
del eje Oz el campo no está definido. 

4413. div A - - * — , donde A es el coeficiente do proporcio- 

• ; « V x 3 +y 3 +: 3 

nalidad. En los puntos del plano Oxy el campo no está definido. t , , 

4414. 3a. 4416. div b ( ra) — (ai), div r (ra) = 4 (rá)'. ^ _ 

4417.0.4418.1)0,2)0,3)0. : 

4419. div 4 ^ +/'(»*), ai el campo es espacial, div A = ----- —J- 

4. _ f, - - --_ T r l 

+/'(r), si d campo es plano: — 

4421. q> rot 4.+(grad q> x 4). 4422. r X ° 


ci.4423.12a. 4424. 2o>ñ°, donde »i° es el vector único paralelo al eje de revolu-’ 
clón. 4430. u = Ar + C. 


4431. 






4432. No. 4433. No. 4434. u= — -i-ln(z'*4-¡,») + C. 

4435. No. 4437. 4 . 4 - 4' «3S. >6 lo + i ~^ . 

¿ 3 2 i 5 YV+*) t +V'-’ 


kS Y a*+ b* lp 2.t6-f- / c»-j-4.-i»5« 
■ b a 


4439*. 4ft(/2-l). 4440. 110 Y ln^ 

4441. 2A6olo(l + /5). 

4442. —^==-8X00085, el fc<l, 2 ni, si <«=T. 


= - ln(4+/^—T). el’i^. 1 
h'—i , ,, i 


4443*. 1, 2M6 t n H + V f + *\<*2)uMaSl¿ * + **+*» . 

Dividir el cilindro on dos partos iguales ¡por la sección paralela a la base, y 
calcular el potencial de la superficie lateral del cilindro como suma de los po¬ 
tenciales de las superficies laterales de las dos mitades aplicando el resultado 
del punto 1. 

4444. 2infló. 

4445*. 1) ltnó[ff ■/«»+//»-W»+7?» ln l, + Yn : - j . 

2) i 3 * [h Y *«*+&-*' + **' ln 'í+y^HE-j ■ véas0 | a 

indicación al ejercicio 4443. 

4446. nküH (i— H), donde i es la generatriz del cono. 

4447. n«=-|-*-Íí5-® [(l+-£ r ) 2 -(^.) 3 -Íl + lJ paraos»; 

)*-(£) Vf-(4) f -*] para a<A; 
u — kn % 1( '- (4 Y? —3) para a = fí. 

4448*. u= ~í¡~ (K 3 — r*) — (M es la masa del cuerpo) para a>H; 
u = 2/tn6(R*— r») para a< r. 

““"lilr («*-r*)+2te8(«•-«*) 

S ara r<«4! i?. Trazar la esfera concéntrica do radio a y aplicar ios resultados 
e los dos primeros casos. 

*449. £ 1 + -y- J, donde Af es la masa del globo. 

* En las respuestas a los ejercicios 4439—4449 k es la constante gravi- 

tacional. 
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4450. El flujo y la circulación son iguales a 0. 

4451. El (lujo es igual a 2 aS, donde S es el área del dominio limitado por 
el contorno L. La circulación es igual a 0. 

4452. El flujo y la circulación son iguales a 0. 

4453. El flujo es igual a n R *, la circulación es igual a 2nff*. 

4454. En el caso en que el origen de coordenadas se halla dentro del con¬ 
torno, el flujo es Igual a 2n, en caso contrario el (lujo es igual a 0. En ambos ca¬ 
sos la circulación os igual a 0. 

4455. La circulación es igual a 2n. si el origen de coordenadas se halla 
dentro del contorno, o igual a 0 fuera del contorno. En ambos casos el flujo os 
igual a 0. 

4456. 2. 4458. 2 nR'H. 4459. r.R‘fl . 4460 . 4n. Calcular el flujo a través 
de la base dol cono y valerse del resultado de! ejercicio 4457. 

11461 ' TIT' 4462 *- -g-‘ Valerse de la fórmula de Ostrogradskf y cal¬ 
cular el flujo a través do la base de la pirámide. 

4463. 2ji* 6*. 4464. 2n<i>/i*. 4465. —n. Aplicar el teorema de Stokes toman¬ 
do la línoa do intersección del paraboloide con el plano Ot U como el contorno h. 


Suplemento 


46S 


Suplemento 

Tablas de ciertas funciones 
elementales 
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3. Magnitudes inversas, raíces cuadradas y cúbicas, 
logaritmos, junción exponencial - 


y». I Vmx. ya j/Toíjj/'ioox ig* in, 



'1,00 3,16 
05 | 82, 

46 
61 
74 

'3,87. 
4,00 
12 
24 
36 
4,47 
58 
69 
80 
90 
5,¿0 

io 

64 ¿0 

67 20 

70 39 

1,Í3 5.¿8 

76 57 

79 60 

82 74 

84 83 



000 
Oíl 095 
079 182 

114 262 

146 336 

176 0,405 
470 
230 530 

255 588 

279 642 

301 0,693 
322 742 

342 788, 

362 8?3 

380 875 

398 0,916 
4^5 956 

431 903 

447 1,030 
482 065 

477 1,099 
491 131 

505 163 

519 194 

531 224 

54^ 1,253 
556 281 

568 

5¿0 335 

59Í1, 361 

602 1,386 
613 411 

623 435 

633 4f9 

643 482. 

653. 1,504 
663 526 

672 548 



X 

2,72 

3,00 

la 

3,32 

. 1,2 

3,67 

1,3 

4,06 

1,4 

4,48 

1,5 

4,95 . 

1,6 

5,47 

1,7 

6,05 

1,8 

6,69 

1,9 

7,39 

2,0 

8,17 

2,1 

9,03 

, 2,2 

9,97 

2,3 

11,0 

2,4 

12,2 

2,5 : 

13,5 

2,6 

14,9 

2.7 

<6.4 

2,8 

18,2 

' 2,9 

2¡>,l 

; 3,o 

22,2 

, 3.1 

24,5 

1 3,2 

27,1 

3,3 

3Ó ,0 

3,4. 

38,1 

3,5 

36,6 

3,6 

40,4 

3,7 

44.7 

3,8 

49,4 

3,9 

54,8 

1 4,0 



































































Yx YTüx\ J'í f/Tóí J/'iofei is* lo* 


06 43 55 940 

06 45 58 944 

07 46 62 949 

2,08 4.48 9,65 954 

09 50 69 959 


10 51 

10 53 


73 964 


11 
2,12 
13 I 58 


55 | 80 | 973 

978 


85 13 


13 90 


61 I 93 


101 15 95 15 63 


0,100 3.16 10,00 2.15 4.64 10,00 000 2,303 



La columna Igx contiene mantisas de los logaritmos decimales. 

Paru hallar logaritmos naturales de los números mayores quo 10 y menores 
que 1, so recurre a la fórmula 

ln (i.lO*) = lni+t ln 10. 

Notemos que 

lu 10 = 2,303; ln 10* = 4, 605: 
lgz-0,4343 ln*; ln * = 2,303 Igx. 

Fórmulas para oxtraccióu aproximada do las ralees: 

1) ’^Tm«, 1 +-Í-para |*|<1. 

2, + !£•.£) para |±|<1. 






























A NUESTROS LECTORES: 

«Mir» edito libros soviéticos traducidos al espa- 
fiol, inglés, francés, árabe yotros idiomas. Entre ellos 
figuran las mejores obras de las distintas ramas de la 
ciencia y la técnica: manuales pera los centros do en¬ 
señanza superior y escuelas tecnológicas; literatura 
sobre ciencias naturales y médicas. También se inclu¬ 
yen monografías, libros de divulgación científica y 
ciencia-ficción. 

Dirijan sus opiniones a la Editorial «Mir», 1 liizh- 
ski por., 2, 129820, Moscú, 1-110, GSP, URSS. 



MALTSEV A. 


Fundamentos de álgebra lineal 


Los resultados obtenidos por ol eminente matemático soviético 
Anatol Ivánovich Máltsev han influido grandemente en el desarrollo 
del álgebra moderna. El profesor Máltsev además de gran científico, 
fue un destacado pedagogo/y foriñó un grupo considerable de cien¬ 
tíficos soviéticos. Durante los años.-, que trabajó en los centros de 
enseñanza superior preparó y dictó un gran número de cursos en 
diferentes ramas del álgebra. El libro que ofrecemos al lector es el 
resultado de la gran labor realizada por A. I. Máltsev durante la 
preparación de los cursos de álgebra lineal. 

Su primera edición en ruso tuvo una amplia acogida y se agotó rápi¬ 
damente. En los últimos años de su vida, el autor se propuso una 
modificación sustancial del libro, pero no pudo realizar su 9 planes 
y sólo alcanzó a escribir tres capítulos. Los manuscritos correspon¬ 
dientes fueron preparador para la publicación por un grupo de alum¬ 
nos de A. I. Máltsev e incluidos en la segunda edición (capítulo 1 , 2 
y 8) en ruso. Los demás capítulos reproducen casi íntegramente el 
texto de la edición anterior. 

Entre los libros de álgebra lineal existentes, el de A. I. Máltsev se 
destaca por su originalidad, la plenitud y claridad de la exposición 
y porque resalta constantemente la conexión que existe entre los 
objetos que estudia el álgebra lineal '(matrices, especios y formas 
algebráicas). En el último capítulo se exponen los elementos de la 
teoría de espacios afines multidimensionales, que ha pasado a ocu¬ 
par uno de los lugares centrales en una rama tan importante de las 
matemáticas aplicadas cómo es la tebría de operaciones. El libro 
es un manual para los estudiantes de especialidades matématicas 
de las universidades. Además resultará útil para los ingenieros y 
economistas que trabajan en diferentes ramas de la matemática 
aplicada y que deseen profundizar sus conocimientos del álgebra 

lineaL 

La obra se reedita a solicitud de los lectores extranjeros. 



En el año 1977 salen a la luz los siguientes libros 

de la serie "Lecciones populares de matemáticas' 

BARSOV A. 

Qué es programación lineal 
BESKIN N. 

Representación de figuras espaciales 

BOLT1ANSK1 V. 

La envolvente 

MAHKUSHEVICH A- 
Curvas maravillosas 

Númoros complejos y representaciones conformes 
Funciones maravillosas 

NATANSON I. 

Problemas elementales de máximo y mínimo 
Suma de cantidades infinitamente pequeñas 

TRAJTENBROT B 

Los algoritmos y la solución automática de problemas 

ROSENFELD B„ SERGEEVA N, 

Proyección estereográfica 

VENTSEL E. 

Elementos de la teoría de los juegos 
YACLOM I. 

Algebra extraordinaria 



